[HESE

présentée a

Universté Scientifique e Médicale de Grenoble
Ingtitut National Polytechnigue de Grenoble

pour obtenir le grade de
DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

par

Patrick COUSOT

YN
METHODES ITERATIVES DE CONSTRUCTION
ET D'APPROXIMATION DE POINTS FIXES
D'OPERATEURS MONOTONES SUR UN TREILLIS,
ANALYSE SEMANTIQUE DES PROGRAMMES.

Ve s

Thése soutenue le 21 mars 1978 devant la Commission d'Examen :

Président L. BOILIET

Examinateurs: C. BENZAKEN
Ph. JORRAND
B. IORHO
C. PAIR
F. ROBERT
M. SINTZOFF



1. INTRODUCTION

L*analyse sémantique d'un programme consiste a déterminer les conditions
dans lesquelles les exécutionsde ce programme se terminaent, ne se terminent
pas ou conduisent & une erreur {(que ce soit parcequs les régles de bonne uti-
lisation du langege de programmation n’'ont pas &té respectées ou parceque le
programme ne correspond pas 3 sa spécification). L’analyse sémantique d’un
programme doit également permettrs de déterminer en chagque point du program-
me les propriétés des objets manipulés par le programme.

Nous proposons une théorie de l’analyse sémantique des programmes qui
fournit un cadre unifié pour effectuer des analyses depuis les plus finss,
comme celles mises en oeuvre dans la justification de la correction totale
des programmes, jusqu'aux plus grossigéres comme celles utilisées & la compi-
jation. A notre avis, il n'y a pas de discontinuité entre ces deux extrémes
et la théorie proposée permet de construire un spectre continu d’applications
depuis 1'analyse exacte jusqu'aux analyses les plus approximatives. Soucieux
des applications pratiques, nous avons consacré une partie de nos efforts a
construire un modéle gui apports des solutions automatisables, (certaines
automatisations ayant d’ailleurs effectivement été réalisées), & des problé-

mas économiquement significatifs:

- Dans la plupart des systémes de vérification de programmes, 1'analyse sé-
mantique du programme 3 justifier doit &tre faite par le programmeur, qui

doit fournir une documentation du programme souvent lourde par son niveau de
détail. Or, mise & part la spécification de sortie gqul décrit le probléme &
résoudre, une bonne partie de cette documentation peut 8tre construite d'apres
le texte de programme (avec 1’assurance gque cette documentation et le program-

me concordsnt).

- Les techniques de mise au point encore largement utilisées dans 1'industrie
informatique du logiciel peuvent 8tre en partie évitées (du moins pour les
fautes de programmation si ce n'est pour les fautes de conception), en utili-

sant nos propositions d’analyse sémantique automaticue des programmes, et ce,



sans attendre les dix ans (ou plus) qui seront nécessaires pour que les
techniques de vérification des programmes utilisant des démonstrateurs de
théoremes solent opérationnelles. Il est d'ailleurs certain que les méthodes
gue nous proposons sont complémentaires et offrent pour certains types d'a-

nalyses un rapport codt/bénéfice trés rentable.

- Dans les langages de haut niveau, le programmeur est encouragé a formuler
ses algorithmes en termes abstraits appropriés au probléme & traiter. Pour
faire un choix automatique d'une implémentation efficace des programmes, il

faut en faire une analyse sémantique assez précise.

- Presgque toutes les définitions des langages de programmation classigues
contiennent diverses restrictions qui sent nécessalres pour que les program-
mes soient corrects mais qui ne peuvent pas, en toute généralité, &tre tes-
tées syntaxiguement. Il faudrait en effet connaftre le domaine de valeurs
des variables. La solution classique des tests a 1'exécution est gadnsarale-
ment jugée inacceptable 3 cause de son codt. Seule une analyse sémantique
automatique des programmes peut apporter une solution économiquement renta-

ble.

- lLa plupart des techniques d'optimisation utilisées dans la compilation
des programmes, ne peuvent &tre mises en oeuvre que lorsque les conditions
assurant 1’équivalence du programme transformé et du programme original, et,
une réelle amélioration des performances sont réunies. Quend il y a doute,
1'option classique est de considérer 1l'hypothése la plus pessimiste, mais

une analyse sémantique plus approfondie du programme permet de 1'éviter.

D'une maniére générale, le développement d'une théorie de 1l'analyse sé-
mantique des programmes conduisant 3 des applications automatisables est mo-
tivé par la résolution technique des problémes de fiabilité et d'efficacité
du logiciel et nous semble complémentaire des efforts qui sont faits actuel-

lement pour faire passer l'ert de la programmation a 1'état de sclence.

Oonnons maintenant un trés bref résumé du contenu de cette thése:

Nous raménerons le probléme de la détermination de propriétés sémanti-
ques d'un programme, au probléme de construire les points fixes extrémes
d'opérateurs monotones sur un treillis complet. Aprés cette introduction,

le deuxiéme chapitre est donc consacré & 1'6tude mathématique de théoremes



de points fixes dans les treillis complets. Nous donnons une démonstration
constructive du théoréme de Tarski qui montre que l'enssmble des points fixes
d'un opérateur monotone F sur un treillis complet L est 1’image de L par des
préfermetures définies au moyen de limites d'itérations transfinies. Il
s'agit de montrer, comment lss méthodes itératives classiques peuvent &tre
adaptées pour converger & partir de n'importe quel point ds départ et égale-
mant, pour atteindre des points fixes autres que le plus pstit et le plus
grand. Ceci nous permet également de définir 1'union et 1'intersection dans
le treillis des points fixes de F de manigre constructive, c’est-a-dire,

par des récurrences utilisant F. Nous obtesnons alors comme cas particulier,
18 théoréme de construction du plus petit point fixe d'un opérateur continu.
Nous considérons ensuite des systémes d'équations monotones de points fixes
dans un treillis complst. Aprés avoir rappelé la méthode de résolution for-
melle par élimination de variables, nous démontrons un résultat de convergen-
ce des méthodes itératives chaotiques, asynchrones et asynchrones avec mé-
moire. Ceci ouvre la vois & la résolution des systdmes d'Squations monoto-
nes sur un treillis, en utilisant plusieurs processsurs calculant en paral-

leéle sans qu'aucune synchronisation ne soit nécsssaire.

Dans le chapitre trois, le probléme de 1'analyse sémantique des pro-
grammes est étudié, indépendamment des problémes de définition de langage,
dans le cadre trés général de 1'étude du comportement d'un systéme dynamique
discret. Un programme est un systéme dynamique discret dans la mesure ofl
11 définit une relation de transition (ou une fonction de transiticn s'il
est déterministe}, entre les 8tats de mémoire précédant et suivant 1’exécu-
tiecn d'une instruction élémentaire quelconque. Pour étudier le comportement
d’'un systéme dynamique discret, i1 faut caractériser 1’ensemble des états
descendant des états satisfaisant & une spécification d'entrée donnée, ou
bien, caractériser 1l'ensemble des ascendants des &tats satisfaisant & une
spécification de sortie donnée. Autrement dit, i1 faut déterminer la plus
faible pré-condition, portant sur les états d'entrée, pour que le systéme é-
volue vers un état satisfaisant & une post-condition donnée, ou bien, 1la
plus forte post-condition caractérisant les états vers lesquels le systéms
évolue & partir d’un état d'entrée quelconque qui satisfait & une pré-condi-
tion donnée. Nous montrons que ces conditions s’obtiennent comme sclutions
d'éguations de points fixes ou de systémes d'éguations, quand l'ensemble des
états du systéme dynamique discret est partitionné. Nous formalisons ensuite

la sémantique opérationnelle d'un langage de programmation simple, correspon-
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dant & des programmes ségquentiels itératifs, nous montrons comment un pro-
gramme définit un systéme dynamique discret, puls nous appliquons les résul-
tats obtenus sur l'analyss du comportement des systémes dynamiques discrets

3 1'analyse sémantique des programmes. Cecl nous conduit & définir des sé-
mantiques déductives en avant et en arrigre des programmas, qui généralisent
les méthodes classiques de vérification de programmes "en avant™ 3 la
Floyd-Naur ou "en arriére” 3 la Hoare-Dijkstra, & des techniguss de formali-
sation de la sémantique des langages de programmation. En effet, las séman-
tiques déductives en avent et en arriére définissent les conditions dans les-
quelles 1l'exécution d'un programme se termine correctement, ne se termine pas
ou conduit 3 une errsur comme solutions de systémes d'équations sémantiques
associées au programme. Chacuns des deux sémantiques peut &tre utilisée pour
caractériser en chaque point du programme, l'ensemble des descendants des
états d'entrée et l'snsemble des ascendants des é&tats de sortie et par con-
séquent, elles sont équivalentes entre elles et permettent toutes les deux

d'effectuer 1l'analyse sémantique exacte des programmss.

Ayant montré que l'analyse sémantique exacte das programmes consiste a
résoudre des systémss d'équations, sachant que les solutions de ces équa-
tions ne sont pas automatiquement calculables et désirant cependant trouver
des techniques automatiques d’analyse sémantique des programmes, nous som-
mes contraints de nous borner 3 des anslyses automatiques approchées des
programmes. Nous étudions donc dans le chapitre quatre des méthodes de cal-
cul d’approximations de points fixes d'opérateurs monotones sur un treillis.
Pour calculer effectivement des approximations inférieures et supérieures
des solutions d'un systeme d'équations, nous proposons essentisllement dsux
méthodes complémentaires. Elles consistent d'une part, & simplifier les
dquations & résoudre et d'autre part, & accélérer la convergence des mé&tho-
des itératives de construction de points fixes. Pour accélérer la conver-
gence d'uns itération qui ne se stabilise par naturellement en un nombre
fini de pas, nous proposons d'extrapoler en cours de calcul les termes de la
suite des itérés pour obtenir, en un nombre fini de pas, une approximation
de sa limite. DOs méme que 1'accélération de la convergence de méthodes ité-
ratives, la simplification d'équations est trés utilisée en analysenumérique
mais, pour le besoin de nos problémes, nous devons les étudier dans un cadre
purement aleébricue. Pour simplifier les systémes d'équations sémantiques
associées aux programmes, nous proposons, pour chague probléme particuliser

d'analyse sémantique des programmes, d'ignorer a priori certaines propriétés



pour ne retenir que les propriétés des programmas qui sont significatives
pour cette application spécifique. D'un point de vue algébriqus, cette ap-
proximation se formalise par une fermeture sur le domaine des &quations & ré-
soudre, fermeture que nous définirons de fagon Gquivalente au moyen de par-
ties de Moore , de familles d'idéaux principaux, de relations de congrusnce
ou de paires de fonctions adjointes. Diverses analyses approchées peuvent
8tras combinées sn combinant les fermetures correspondantes et en particulier,
ls treillis des fermetures formalise la hiérarchisation dss approximations

selon leur précision.

Nous développons au chapitre cing, des mé&thodss d’'analyse sémantique
automatique et donc nécessairemsnt epprochée des programmes. Pour procéder
3 l'analyse sémantique approchée d'un programme, nous proposans de calculer
une solution approchée des systémes d'équations sémantiques en avant et an
arridre associés & ce programme. Nous montrons comment, ayant choisi une
classe particuliére de propriétés des programmes apportant des réponses uti-
les & un problame donné, les résultats du chapitre quatre permettent de
concevoir un algorithme réalisant automatiquement 1'analyse d'un programme
quelconque pour cette classe de propriétés. La conception de cet algorithme
est basée sur le choix d'une fermeture qui permet de définir un espace de
propriétés approchées ainsi que les réglss de construction des systémes d'é-
quations simplifiés associés & un programme. Pour résoudre ces équations,
nous utiliserons une méthode itérative et s'il est nécessaire d'accélérer
la convergence, il reste donc & imaginer dss opérations d'extrapoclation.
Nous illustrons notre approche par quelques exemples de conception d'une
technique d'enalyse sémantique approchée des programmes. Aprés avoir brié-
vement examiné plusieurs exemples classiques en optimisation des programmes,
nous traitons quelques epplications & la découverte des propriétés des poin-
teurs, & la détermination du type des variables dans les langages de haut
niveau sans déclarations, 3 l'analyse de l’intervalle de valeurs des varia-
bles numériques et & la découverts de relations linsaires d’égalité ou d'i-

négalité entre variables d'un programme.

Le chapitre six traite des procédures récursives dont 1'analyse est
plus complexe gue celle des programmes séquentiels itératifs puisqu’'il faut
considérer des éqguations fonctionnelles de la forme f(x)=F(f)(x) et non plus
des équations de type x=f{x). Nous utilisons la méme approche que pour les

programmes séguentiels itératifs en définissant une sémantique déductive



(1)-8

puis, en introduisant des méthodes d'approximation qui en fait, généralisent
1'étude du chapitre quatre au cas de systémes d’&quations fonctionnelles.



2. THEOREMES DE POINTS FIXES DANS LES TREILLIS COMPLETS

Nous raménerons le probléme de la détermination de propriétés sémanti-
ques d'un programme au prooléme de résoudre un systéme d'équations X=F(X)
dont la solution (ou point fixe de F) caractérise les propriétés du program-
me. Les chapitres 3, 5 et 6 montreront qu'il est judicieux de choisir un
treillis complet L comme modéle des propriétés & découvrir et d'exprimer le
systéme d’équations X=F(X) & 1'aide d'un opérateur monotone F de L.

Ceci étant admis, 1'objectif de ce chapitre est de rappeler, d'amélio-
rer et d'établir un certain nombre de résultats mathématiques qui nous seront
utiles pour résoudre un systéme d'équations monotones dans un treillis com-
plet.

Les trois premiers paragraphes (2.1, 2.2, 2.3) comportent de brefs
rappels sur les treillis complets, entre autres, sur 1'image d'un treillis
complet par une fermeture.

Nous montrons, dans le paragraphe 2.4, que 1'ensemble des opérateurs mo-
notones sur un treillis complet est 1’image de 1'ensemble des opérateurs sur
ce treillis par une fonctionnelle qui est une fermeture.

Le résultat fondamental, pour résoudre une équation maonotone & point
fixe dans un treillis complet, est celui de Tarski[1855] qui assure 1l'exis-
tence de solutions, notamment d'une plus petite et d'une plus grande solu-
tion. On sait également construire ces solutions extrémes par récurrence
transfinie (ou finie en utilisant une hyptohése supplémentaire de continui-
té). Nous donnons, au paragraphe 2.5, une démonstration constructive du
théoréme de Tarski dont 1'originalité est de définir 1'ensemble des points
fixes d'un opérateur monotone F sur un treillis complet L comme image de L
par des préfermetures définies au moyen de limites d'itérations transfinies.
Il s'agit de montrer comment les méthodes itératives classiques peuvent &tre
adaptées pour converger & partir de n'importe quel point de départ et égale-
ment pour atteindre des points fixes autres que le plus petit et le plus
grand. Ceci nous permet également de définir 1'union et 1'intersection dans
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le treillis des points fixes de F de maniere constructive, c'est-a-dire par
des récurrences utilisant F.

Dans les paragraphas 2.6 et 2.7, nous montrons comment 1'hypothése classique
de continuité consiste en fait & ne considérer que des opérateurs monotones
dont les points fixes sont limites d'itérations "finies".

Par la suite, nous nous intéressons a la résolution d'un systéme d'é-
quations monotones & points fixes dans un treillis complet: aprés avoir ra-
pelé la méthode de résolution formelle par élimination de variables (2.8),
nous démontrons un résultat de convergence des méthodes itératives chaotiques,
asynchrones et asynchrones avec mémoire (2.9). Ceci ouvre la voie en parti-
culier, & 1'utilisation de plusieurs processeurs calculant en paralléle,

{sans aucune synchronisation), pour résoudre de tels systémes d'équations.

2.1 TREILLIS COMPLETS

Comme ouvrages fondamentaux sur les ensembles ordonnés et les treillis,
on peut consulter Birkhoff[1967], Bourbaki[1867], Grétzer[1971] et
SzAsz[1971]. Les quelques rappels donnés dans les paragraphes 2.1, 2.2, 2.3

ont pour but de fixer la terminologie et les notations.

Soit L(g,1,T,L,M) un treillis(synonymes ensemble ordonné, réticulé,
pédseau ordonné, lattis) complet (synonyme achevé) pour l'ordre partiel E.
Par définition, toute partie S de L admet une borme supérieure [notée LiS) et
une borme inférieure (notée MS) dans L, ce qui entraine en particulier que
L admet un plus petit élément (Z'infimm 1=ML) et un plus grand &lément
(le supremum T={!L). Si x,yelL nous noterons (M{x,y} par xly et Mx,y} par
Ky et de méme par convention {{xey}<=>{xgy st xzy}}, {{xayl<=>{yex}} et
{{xay}<=>{yex}}.

Sgient ¢ un ordinal guelcongue et <x5:55u> une famille d'éléments de L.
On dit que <x6:éeu> est une chaine aseendante si {¥6,neu, [{Gsn}-bfxssxn]}}
et gue <x6:5€u> est une ehafne strictement ascendante si et seulement si
{v6,neu, {{8<n} = {xﬁ =x"}. Les notions duales sont celles de chafne
descendante et chatfne strictement descendante.

On dit qu'un treillis satisfait & la condition de chatne ascendante
{ou encore & la condition maximale) si toute chaine strictement ascendante
ast finie. La notion duale est celle de condition de chatne descendante
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(ou encore condition minimale).

2.2 TREILLIS COMPLET DES OPERATEURS SUR UN TREILLIS COMPLET

Hous noterons E+E' 1'ensemble des applications de 1'ensemble E dans
1'ensemble E' partout définies sur E (la notation classique typographiquement
trop encombrante est E'E].

Soit L(g,4,7.U.M un treillis complet, les é&léments de L+ L seront appe-
18s opérateurs sur L. L'ensemble des opérateurs sur L est un treillis com- -
plet (L+L )(g*.1°,7*,U',M*) pour 1l'ordre partiel €' défini par {Vvf,ge(L+L),
{fs'gl <> {vxelL, f(x)gg(x)}}. En utilisant la notation lambda de Church[1851]
nous avons L'=Ax.L, T*=Ax.T, U'=AS.(Ax.LU {f(x):feS}) et M*=AS.(Ax.M{f(x):feS}).
Pour alléger les notations nous omettrons les primes et la distinction entre
(€,4,7,l,M et (g*,1*,7*,U',N*) sera contextuells.

2.3 IMAGE D'UN TREILLIS COMPLET PAR UNE FERMETURE

Pour faire 1'étude d'une partie R d'un treillis complet L i1 est souvent
utile de la reprédsenter comme image f(L)=R de L par un opérateur f sur L.
En effet, 1'étude des propriétés de f apporte trés fréquemment des infor-
mations intéressantes sur R. Ainsi nous rencontrerons souvent (§2.4, 2.5.3,
2.8, 5, 6) le cas particulier important ol f est une fermeture et dans cette
circonstance la partie R de L est un treillis complet dont on sait construire
1'union et 1'intersection.

Rappelons qu'un opérateur p sur un ensemble ordonné L(E) est une
fermeture supérieure de L si et seulement si il est monotone(synonymes igotone,
erotsgant,c’est-a-dire {¥x,yel, {xsy} => {p(x) eply)}}), extensif (Ax.xs0)
et idempotent (p=pepl.

THEOREME 2.3.0.1 Ward[1942, th.4.1]

Soient L(s,L,T,U,M un treillis complet et 0 une fermeture supérisurede L
alors 1'image p(L) de L par p est un treillis complet
plL)(g,p(L), T, AS.p(L'S), M.
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DEFINITION 2.3.0.2 Szész[1971, p.50]

Un opérateur f du treillis complet L(s,1,T,LLMMN) est un morphisme comple
pour l'union si et seulement si {vscL, f(LIS)=LIf(S)}. La notion duale est
celle de morphisme complet pour 1'{ntersection. Un opérateur est un morphis
me complet si et seulement si c'est un morphisme complet pour 1'union et

1'intersection.

Soient L(g,1,T.LL,M et M(g,p',7',U',M") deux treillis complets tels qus
McL. MNous dirons que M est un sous-sup-demi-treillis de L si U'=U (duale-
ment sous-inf-demi - tretllis) et que M est un sous—treillis de L si L''=U
et M*=M.

_FRUPDSITIDN 2.3.0.3 Ward[ 1842, p.183]
L'image p(L) d'un treillis complet L(g,1,T,L.M par une fermeture supé
rieure p de L est un sous-treillis complet de L si et seulement si p est un

hmcrphisma complet pour 1'union L.

_PROPOSITION 2.3.0.4 Monteiro & Ribeira[1842]

(a) - Soit p une fermeturs supérieure d'un ensemble ordonné L(E). Pour tol
<eL 1'ensemble {yep(L) : xSy} n'est pas vide et admet un plus petit
gélément égal & pix).

() - Réciproguement si R est une partie de L telle gque pour tout xelL 1'en-
semble {yeR : xEy} admette un plus petit &lément plx) alors p est ur

L fermeture supérieure et R=p(L).

A partir de ces résultats connus nous pouvons démontrer par dualité di

propriétés analogues:

Un opérateur p d’'un ensemble ordonné L(g) est une fermeture inférieur
4s L si et ssulement si il est monotone, idempotent et réductif (pEix.x).

COROLLAIRE 2.3.0.5
Seient L(g,1,T.ULM un treillis complet et p une fermeture inférieure
jL 2lors 1'image p(L) de L par n est un treillis complet

|o(LI(E,L,0(T) LLAS (1SN
C'est un sous-treillis complet de L si et seulement si p est un morg

]
|
Lwe complet pour 1'intersection M.



L
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COROLLAIRE 2.3.0.6

Pour qu'une partie R d'un treillis complet L(g,1,T,U,MM soit 1'image p(L)
de L par une fermeture inférieure p de L i1 faut et il suffit que pour tout
xel 1'ensemble {yeR : ysx} ne soit pas vide et admette un plus grand é&lément
égal a plx).

Ces quelques propriétés des fermetures sont les seules que nous utilise-
rons dans le chapitre 2. Pour les besoins des chapitres 5 et 6 1'&tude sera
complétée au chapitre 4.

2.4  TREILLIS COMPLET DES OPERATEURS MONOTONES SUR UN TREILLIS COMPLET

Un opérateur f sur L(E) est monotone si et seulement si {Vxel,
{xsy} => {f(x)f(y)}}. Quand L est un treillis complet cette dé&finition
est équivalente & (Bourbaki[1967, ex.10, p.102]):
= Un opérateur f sur le treillis complet L(s,.,7,U,M") est monotone si et
seulement si {¥SgL, LI f(S) & f(US)}
- Un opérateur f sur le treillis complet L(s,.,T,l),l") est monotone si et
seulement si {¥SgL, f(MS) & MF(S)}.

Il est bien connu que les opérateurs monotones sur un treillis complet
L forment un sous-treillis complet de (L+L) (par exemple Bourbaki[1967,
ex.11.d, p.103]). L'intérét de la démonstration que nous donnons est d'il-
lustrer une démarche que nous utiliserons souvent par la suite: soit & étu-
dier l'ensemble R des éléments d'un treillis complet L satisfaisant une pro-
priété P. Si on peut trouver un opérateur o sur L tel que pour tout x de L,
l'ensemble des éléments de L supérieurs & x et satisfaisant P est non vide
et agmet un plus petit élément égal & p(x) alors on sait que p est une ferme-
ture supérieure (2.3.0.4) et R=p(L) est un treillis cnmulat‘{2.3.0.1). De
plus R est un sous-treillis de L quand p est un morphisme complet pour
1'union (2.3.0.3).

Ainsi l'ensemble des opérateurs monaotones sur un treillis complet L est
un sous-treillis du treillls (L-+L) des opérateurs sur L dont il est 1'image

par une fermeture supérieure mon sur (L-+L) gue nous savons construire:
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DEFINITION 2.4.0.1

Spit L(s,1,T,U,M un treillis complet. MNous noterons mom 1'opérateur
sur (L=+L) défini par:
mon = A.(x. L {fly) * (yel) et (yExI}D)

L

_THEOREME 2.4.0.2

Soit f un opérateur sur L alors mon(f) est le plus petit opérateur mono-

tone sur L supérieur ou égal a f.

Ppeuve: Soient a et b appartenant a L tels que asb. Pour tout y de M
{ysa} implique {ysb} donc L {fly):ysal & L' {fly):ysb} ce qui prouve que
mon(£){a) = mon(£)(b) c'est-a-dire que mon(f) est un opérateur monotone de L.
Pour tout a de L nous avons f(a) & U{fly):ysa} car & est réflexive.
En conséquence mon(f) est supérieur ou égal & f.
Soit g un opérateur monotone sur L tel que f&g. Alors pour tout y de
L, fly) & gly) ce qui impligue pour tout a de L mon(f)(a) = U{fly)iysal
s U{glyliysal & Ulgly)igly) ggla))} & gla) ce qui montre que mon(f) est
le plus petit opérateur monotone sur L supérieur ou égal 3 f.
Fin de la preuve.

Appliguant le théoreme 2.3.0.4.(b) nous obtenons:

COROLLAIRE 2.4.0.3

mon est une fermeture supérieure sur (L+L) et mon(L-+L) est 1'ensemble

des opérateurs monotones sur L.

Les théorémes 2.3.0.1 et 2.3.0.3 permettent alors de retrouver le résultat

connu:

THEOREME 2.4.0.4 Bourbaki[1967,p.163]

L'ensemble des opérateurs monotones sur un treillis complet L est un
i_snus-—treillis complet (§,Ax.1,Ax.T,L,M) de (L+L).

Appliquant le principe de dualité nous obtenons:
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“OROLLAIRE 2.4.0.5

Soit f un opérateur sur L. Alors Ax.M{f(y):(yeLlet(xsy)} est le plus

rand des opérateurs monotones sur L plus petits ou égaux & f. De plus

F.Ax. M {fly):(yeLlet(x=y)} est une fermeture inférieure de (L+L) et 1'en-
emble des opérateurs monotones sur L est un sous-treillis complet de (L-+L)

:3ﬂunt i1 est 1'image par cette fermeture inférieurs.

2.5  VERSION CONSTRUCTIVE DU THEOREME DE POINT FIXE DE TARSKI

s Le théoréme fondamental de Tarski[1955] indique que 1’'ensemble fo(f)

. des points fizes d'un opérateur f du treillis complet non vide Liz,i,T.U,M)
(c'est-a-dire fp(f) = {xeL : f(x)=x}) est un treillis complet non vide pour
1l'ordre & (et n'est pas nécessairement un sous-treillis de L). La preuve de
Tarski est basée sur la définition du plus petit point fixe Ifp(f) de f par
Ifp(f) = M{xeL:f(x)=x}. La borne supérieure de S<fp(f) dans fp(f) est
alors pr(f|{xeL:(L'S}§ x}) et la preuve se termine en appliquant le princi-
pe de dualité.

Les utilisateurs aussi bien informaticiens qu'analystes numériciens
(Amann[1876]) du théoréme de Tarski préférent définir Lfp(f) comme J%ﬂ fle
ol w est le premier ordinal infini. Ce schéma itératif remonte au premier
théoréme de récursion de Kleene[1852] et fut utilisé par Tarski[1955] pour
les morphismes complets. Plus généralement il exige une hypﬁthésa de conti-
nuité (voir par exemple Kolodner[1968]) gui est plus forte que la monotonie
(il faut en 1'occurrence que fti%n Fi(L]) = i%h fi‘klll- D'un point de vue
abstrait 1'hypothése de continuité n'est pas nécessaire et nous aurons re-
cours & des itérations transfinies comme le font par exemple Devida[18641],
Hitchcock & Park[1973] et Pasinil1974]. Pour donner une version construc-
tive du théoréme de Tarski nous utiliserons également 1'idée de Cousot &
Cousot[1877a] et Manna & Shamir[1877] de calculer les points fixes de f en
deux temps: une itération croissante & partir d'un point de départ arbitraire
d converge vers un post-point-fixe p de f (i.e. flp)=p), puis une itération
décroissante partant de p converge vers un point fixe g. Posant q=f*[dl.
nous montrons que 1'ensemble fp(f) des points fixes de f est 1'image du
treillis complet L par la fonction i qui est une préfermeture, ce gqui impli-
que que fp(f) = FY(L) est un treillis complet.
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2.5.1 Définition d'une itération transfinie

La classe Drd des ordinaux est bien ordonnée par <={(x,y):(x,y e Ord)
et ((xey) ou {x=y))}. Nous noterons O le type d’'ordre de 1l'ensemble vide et

u 6i 1'ordinal qui est la borne supérieure de la famille d'ordinaux
%gi:isll. Rappelons que si § est un ordinal limite alors gﬁa-ﬁ sinon &
est un ordinal snccesseur et v a=(6-1) od le prédécesseu: de § est noté
5-1. e

DEFINITION 2.5.1.0.1 Itération erotssante

(.

Soient L(S,L1,T,lLM un treillis complet, u(L) le plus petit ordinal tel
que la cardinalité de la classe {6:8eu(L)} soit strictement supérieure a la
cardinalité eard(L) de L. Soit femon(L+L).

L'itération croissante partant de delL et définie par f est une ségquence
<x5:6eu(L]> d'éléments de L définie par récurrence transfinie comme suit:
fa) - x* = d
(b) - x = F{xé'll pour tout ordinal successeur Sep(L).

(c) - xa = U x@ pour tout ordinal limite Sep(L).

a<d

En général, les £léments d'une "itération croissante” ne sont pas com-
parables mais nous utilisons le qualificatif "croissant” car nous choisi-
rons toujours des points de départ assurant gu'une itération croissante est

une chalne ascendante.

_DEFINITION 2.5.1.0.2 Ttération déeroissante

L'itération déeroissante partant de d e Llg,1,7,U,77) et définie par
femon(L-+L) est une séguence ﬁxa:Gsu(L)> d'éléments de L définie par récur-
rence transfinie comme suit:

a) - x* =d
(b) - x = ftxavl) pour tout ordinal successeur Seu(L).

& a
) = % = [l:x pour tout ordinal limite Sem(L).

a<d
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DEFINITION 2.5.1.0.3 Limite d'une séquence transfinie stationnaire

Nous dirons que la séquence <x5:65u> d'éléments de L(g,L,T,U.7) est
stationnaire si et seulement si {Jeep : {VBep, {B2e} = {xe-xB]}} auquel cas
la Iimite de cette séquence est x°. Nous noterons luts(f)(d) (respective-
ment LI78(f)(d)) la limite d'une itération croissante (respectivement dé-
_crnissante] stationnaire partant de d et définie par ¥ emon(L+L).

LEMME 2.5.1.0.4

Soient L(s,.,7,LLIN) un treillis complet et <x5-éeu[L]> une itération
croissante (rasnactivament décroissante) partant de del st définie par
femon(L+L). Si <x :6ep(L)> est une chaine ascendante [respectivement des-
cendante) alors elle est stationnaire et sa limite est le plus petit des
points fixes de f plus grands ou &gaux & d (respectivement le plus grand des
I_1:11::int’.s fixes de f plus petits ou égaux & d).

Preuve: Plagons nous dans le cas d'une itération croissante et Supposons gQue
{Va eep(l) et (e+1)en(l)} = {xE2x +1}} Alors comme par hypothése

Geu(L}> est une chaine ascendante i1 s'en suit gue c'est une chalne stric-
tement ascendante et les classes {x :6eu(L)} et {8:8eulL)} sont équipoten-
tes de sorte que par définition de u(L) card[{x6=6eu(L}}] >eard(L)., Mais
comme f est partout définie sur L nous savons que {¥8ep(L), xéeL} ce gui per-
met de déduire la contradiction aard({xﬁzﬁcu(L]}] < eard(L). Par 1'absurde
nous avons mantré que {leep(L) : (e+1)ep(L) et xE= B},

Supposons que {VB, {esB<y<u(L)} => {xE=xB}]. Alors si 7 est un ordinal
Successeur xE = f(xal = x5+1 = xv'l = f[xY*lJ = xT par la définition
2.5.1.0.1.(b) et 1'hypothése de récurrence. Autrement Y est un ordinal 1imi-
teot x' = U % = ( utruce u xsl e x5, Aussi comme Cxﬁ:ﬁsu(L]> est

a<y a<e £<f<y &
une chaine descendante et €<y nous avons d = x € x~ %' et par antisymétrie
de xF = x?. Par récurrence transfinie nous concluons que <x5:65u[L]> est

stationnaire et d g x° = x°°' = FxE).

Supposons qu'il existe pe fp(f) tel que dep. Montrons que Yéep(L),
xé €p. Pour =0 nous avons x° = d € p. Supposons gue pour tout B tel que
B<8<u(L) on ait xa €p. Si 8 est un ordinal successeur alors par monotonie

=5 |
6 ) & flp) = p. Si 6 est un ordinal limite alors x5 = LI xB Ep

B<§
car p est un majorant de tous les f tels que B<S . Par récurrence transfinie

xa = f(x

Yéeu(L), qu;:et ceci est vrai en particulier pour la limite.

Fin de la preuve.



2.5.2  Itération croissante partant d'un pré-point fixe

DEFINITION 2.5.2.0.1 Pré-points fizes et post-points fizes d'un opérateu

spient L(E) un ensemble ordonné et fel(L=+L), alors 1'ensemble des
pré-points fizes de f est prefp(f) = {xel: xef(x)}. Dualement 1l'ensemble
des post-points fimes de f est postfp(f) = {xel : Flx) ex}.

THEOREME 2.5.2.0.2

Seit L(g,1,T,L,M un treillis complet. Une itération croissante
<x5:éeu(L]> partant de deprefp(f) et définie par femon(L+L) est une chai-
ne ascendante stationnaire et sa limite luis(f)(d) est le plus petit des

points fixes de f plus grands ou égaux & d.

Prewve: Comme x° = d £f(d) = x! et f est monotone, il est facile de montre
par récurrence transfinie que <x5:ﬁeu[L]> est une chaine ascendante et donc
stationnaire. D'aprés le lemme 2.5.1.0.4., sa limite lugs(f)(d) est le
plus petit des points fixes de ¥ plus grands ou égaux & d.

Fin de la prewve.
Appliquant le principe de dualité, nous obtenons:

COROLLAIRE 2.5.2.0.3

Spit L(g,L,T,U.T) un treillis complet. Une itération décroissante
<x5:6€uEL]> partant de d € postfplf) et définie par femon(L+L) est une
chaine descendante stationnaire st sa limite 114a(f)(d) est le plus grand d
points fixes de f plus petits ou égaux a d.

Remarque 2.5.2.0.4 Points fizes extrémes d'un opérateur monotone

Comme L e prefp(f) et T epostfp(f) pour tout f, femon(L+L) admet au
moins deux points fixes (pas nécessairement distincts). De plus comme tout
point fixe de f est compris entre L et T, f admet un plus petit point fixe
1fp(f) = luta(f) (L) =t un plus grand point fixe gfp(f) = 11is(f) (1),
fin de la remarque.
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PROPOSITION 2.5.2.0.5

Spient L(s,.,T,U,MN) un treillis complet et femon(L+L) alors la restric-
tion (luis(f)|prefp(f)) de luis(f) & prefp(f) est une fermeture supérieure de
prefp(f) et fp(f) = luis(F)(prefp(fl).

Prewve: fp(f) est une partie de prefp(f) qui d'aprés le théoréme 2.5.2.0.2.
est telle que pour tout x e prefp(f) 1l'ensemble {yefp(f) : xsy} admet un plus
petit &lément luZs(f)(x) et par conséquent le théoréme 2.3.0.4.(b) implique
que (luts(f)|prefp(f)) est une fermeture supérieure de prefp(f) et fp(f) =
luts(f) (prefp(f]).

Fin de la preuve.

Appliquent le principe de dualité, nous obtenons:

COROLLAIRE 2.5.2.0.6

Soient L(g,.,7,U.0) un treillis complet et femon(L+L) alors la res-
triction de LIis(f) & postfplf) est une fermeture inférieure de postfp(f)
et fp(f) = llis(postfp(f)).

PROPOSITION 2.5.2.0.7

Soient L(s,1,T.U,MN) un treillis complet et f, gemon(L+L) tels gue
feg. Alars {vd eprefp(f), luts(f)(d) & lutalg)(dl}.

Preuve: Comme f=g on a prefp(f) c prefp(g) et la démnnstra'tion se falt par
récurrence transfinie sur les itérations croissantes pour f et g.

Fin de la preuve.

PROPOSITION 2.5.2.0.8

Soient Lis,1,7,0M) et L'(g,L,7,U.") des treillis complets, femon(L-+L])
gemon(L'+L') et h un morphisme complet pour l'union de L dans L' tels que
hef=goh alors {¥d e presp(f), hilufalf)(d))=luta(g) (h(d))]}.

Preuve: Solent p = max(p(L),ulL')) et <X6:65].|> 1'itération croissante pour
f partant de d. Comme h est un morphisme complet de L dans L', i1l est mono-
tone et par conséquent Yd e prefp(f) nous avons de& f(d) qui implique h(d) =

h(fld)) = g(h(d)) soit h(d) e prefp(g). Soit <Y6:6eu> 1'itération croissante
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définie par g et partant de h{d). Montrons que Y6, htxél-YE. Nous avons

n(x®) = h(d) = Y°. Supposons que par hypothése d'induction va<s, hix®=vy*.

5i & est un ordinal successeaur alors en particulier h[xs-l] = Ya'l et

o8y = nerS™) = gy = gr¥™) = ¥8. st 8 est un ordinal limite

alors h(XG} = h{ L ¥ = 1 n[x“] = | e Ya car h est un morphisme complet
a<d a<d a<d

et par hypotheése d'induction. Par induction transfinie nous concluons Yéeu,

h[X6]=Y6. Soient xF et YE. les limites respectives de <KG:6(U> et <Y6:ch>

£ Viknt headbteliali W < edtese.cil) Syas(eet) | (el

luts(g) (h(d])).

Fin de la preuve.

2.5.3 Caractérisation constructive des ensembles des pré- et post-points
fixes d'un opérateur monotone sur un treillis complet

PROPOSITION 2.5.3.0.1

soient L(E,L,T,L,M) un treillis complet et Ffemon(L+L). Pour toutdel
les itérations croissantes partant de d et définies par Ax.xU f(x) et
Ax.dl] f{x) sont des chaines ascendantes stationnaires. Leurs limites
luts(Ax.x ! f(x))(d) et luis (Ax.d LI f{x))(d) sont égales au plus petit des
post-points fixes de f plus grands ou Egaux ad.

Preyve: Tout élément d de L est un pré-point fixe de Ax.xLIf(x] et de
Ax.dl f(x) qui d'aprés 1'hypothése femon(L~+L) sont des opérateurs monotones
d4e L. Alors le théorzme 2.5.2.0.2. implique gque les itérations croissantes
4x6=ﬁcuEL]> et ﬁyazésu[L1> partant de d et définies respectivement par
| Ax.x L f(x) et Ax.dllf(x) sont des chalnes ascendantes stationnaires de 1imi-
' tes respectives E1 et ysz.
Comme xEI est le plus petit des points fixes de Ax.xL!'f(x) supérieurs
a d et que {WpeL, {p=plif(p)} <= {f(p) cp}} nous concluens que X1 =
Tugs(Ax.x LIF(x))(d) est le plus petit des post-points fixes de f plus grands
ou &gaux a d.
Comme yez = d| F{yEZ} nous avons f{yazl Eysz et donc dsysz implique
K1 gyaz. 11 est facile de montrer par récurrence transfinie sur § que
{wden (L), ys Exﬂ}. Alors y°2 = ymaz[sl,ez] [ xmu:[e,,ez) = x%1 et par anti-
symétrie x°1 = yE2 soit ZuisDx.xUF(x))(d) = tuts (Ax.dL F(x))(d).

Pin de Ta preuve.
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THEOREME 2.5.3.0.2

Soient Lis,L,T,!
Post-points fixes de f est un
postfp (f)( g, Lfp ()
ol le plus Petit point fixe de f est ifp(

pour tout del tel que delfp(f).

Preuve:
Plet (g, Zuis(Az.2 Lif(z)) ()

D'apres 2.5.3.0.1, 2.3.0.4 at.2,

Le théoréme 2.5.3.0:1; implique que
luta Az.1 |If(2)) (1) = lutg (F)(L) = Lo (f)

est 1'infimum de Postfp (f) nous avons Lfp ()

Finalement, soit del tel que delfp(

Treiliis des post-points

LM un treillis complet et f emon(L=+L),

s Ta AS.Zuta

Fizes d'un opérateur monotone

L'ensemble des

treillis complet non vide:
+Ty AS.luis (hz.z Uftzicusy, m

fJ=ﬂ{$L:fH];ﬂ = lute () (d)

3.0.1 postfp (f) est un treillis com-
(Az.zUF(z]TEUS],P].
luis[lz.zljfleltll =
(remarque 2.5.2.0.4),
=0 postfp(+).
iGep(L)>, <yﬁ:5€u{L}> et

Comme Zfp(f)

fl et <x

<za:6€uEL]> les itérations Croissantes définies par f et partant respective-

ment de L, d et ifp(f).
{Weutn), 8 g8
mite Ifp(+),
limite Ifp(+)

ne ascendante),

€2 - 1m0},

« (On notera que <y6:6€u[L]
Fin de la preuve.
Par application du principe de dualité,

COROLLAIRE 2.5.3.0.3

monotone

B a

I

Soient L(g,1,T

pré-points fixes de f est un treillis complet non
U, As.1l¢s(Az.2 Nzt nsy

mvﬁﬂﬂfs,;,gm(ﬂ,
ol le plus grand point fixe de ¥ est gl
Pour tout deL te) que gfp(f) ed.

2.5.4

Comme <x6:

il s'en suit immédiatement que <

) un treillis complet et f

Par récurrence transfinie i1 est immédiat que

Sep(L)> est stationnaire de 1i-
yG:deutLJ> est stationnaire de

> n'est pas nécessairement une chaf-

i1 vient:

Treillis des pPré-points “izes dhyun opvérateur

emon(L+L], L'ensemble des

vide:

f) =) {xeL : xe Flx1} = 1l¢s(#)(q)

is complet définis par

Polyndmes unaires monotones d'un treil]
une famille d'opérateurs monotones
Ce Paragraphe est en 2parté dans nos préliminaires de la version cons-

tructive du théoréme de Tarski. 1I1 s'agit de répondre & 1a Question suivante
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posée au chapitre 5: soient L(s,1,7,,M7) un treillis complet et {fi:ieﬂ une
famille d'opérateurs monotones sur L. Quelle est la plus petite et la plus
grande valeur de L gque 1'on peut calculer a partir d'un ensemble SgL de va-
leurs initiales en appliquant (I, [ et les -Fi? La notion de calcul étant for-
malisée par un polyndme unaire de l'algébre <L;LJ,ﬂ.{Fi:isI]> il s'agit de dé-

terminer le plus petit et le plus grand polyndme de cette algébre.

DEFINITION 2.5.4.0.1 Polynémes unaires

Soient L(g,4,T,U,M un treillis complet st {‘Fi:iel} une famille d'éléments
de mon(L-+L). L'ensemble P des polyndmes unaires de 1'algébre
<L:U.ﬂ,[fi:151}> est le plus petit sous-ensemble de (L +L) tel que:

(a) - (Ax.x)eP
(b) - S1 PeP et iel alors [FioP] eP

(c) - Si {P :veJ}gP alors (U F'Y'JEP st (N P‘T] eP
Y yel yel

11 découle immédiatement de cette définition gue les polyndmes unaires

de <L1U.ﬂ.{fi:ic1}> sont des opérateurs monotones sur L.

THEOREME 2.5.4.0.2

Tout polyndme unaire de <L;L’,F‘.,{+‘i:isI}> est inférieur ou égal &

lutslrz.z Li( Li fi(z]]] et supérieur ou égal a Ilis(Az.z(( N -Fi[z!)l.
iel iel

Preuve: Posons F = J\z.zL}(ilEJIf-‘i[z]] et F = Az.zl"(if;'lfilz}]. Nous savons
que F, F emon(L+L). D'sprés le théoréme 2.5.3.0.1 et son dual nous en dé-
duisons que luis(F)(x) et 11ts(F)(x) sont définis pour tout x de L. La
preuve du théoréme se fait par induction structurale:

(a) - luts(F) est extensive (th.2.5.2.0.5) et IlZg(F) est réductive
(th.2.5.2.0.6). Par conséguent pour tout x de L il vient ZIZZs(F)(x)E
x & luta(F1(x).

(b) - Soit P un polyndme unaire tel gue LIZs(F) € P = luts(F). Alors pour
tout i<I il vient par monotonie fivllia(f_) € FinP E fielmls[?]. Mais
11i8(F) = F°llis(F) & £ °lli8(F) & f,°P £ f, °luis(F) & Feluis(F) =
luis(F).

(e) - Seoit {F'-.fﬂreJ} une famille de polyndmes unaires tels que 11123(5] £ PY
€ luig(F) pour tout yeJ. Par définition d'une borne supérieure nous
avons 1ls(F) & LI P, & luis(F) et de méme ll7s(F) & M P & luis(F).

Pin de la preuwve. Yed Ted
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2.5.5 Caractérisation constructive de 1'ensemble des points fixes d'un
opérateur monotone sur un treillis complet

THEOREME 2.5.5.0.1 Verston constructive du théoréme de Tarski[1955]

Soient L(&,1,T,L,") un treillis complet et f emon(L+L). L'ensemble fp(f)

des points fixes de f est un treillis complet:
folflle, 1fp(f), gfp(f), AS.luts(fI(LIS), AS.LlZs(fI(MS))

Preuve: O0'aprés les théorémes 2.5.2.0.2 et 2.5.2.0.5 fp(f) est 1'image de
prefp(f) par la fermeture supérieure luis(f) et comme prefp(f) est un treillis
complet (&,L, gfp(f), U, AS.11{8(Az.zNF(2))(MS)) (théoréme 2.5.3.0.3) le
théoréme 2.3.0.1 implique que fp(f) est un treillis complet pour 1'ordre par-
tiel = dont 1'infimum est Zufs(f)(L) = Ifp(f) et dont 1'opération de borne
supérieure est AS.lufs(f)(US). Par dualité, fp(f) est 1'image du treillis
complet postfp(f)(s, Lfp(f), T, AS.luts(rz.zUf(z))(US), M) (théoréme
2.5.3.0.2) par la fermeture inférieure llfs(f) (théoréme 2.5.2.0.6) et par
conséquent (théoréme 2.3.0.3) c'est un treillis complet pour 1l'ordre partiel
£ dont le supremum est Il78(f)(L) = gfp(f) est dont 1l'opération de borne in-
férieure est AS.1lis(f)(MS).

Fin de la preuve.

_CORDLLAIRE 2.5.5.0.2

Soient L(s,.,T,U0,M) un treillis complet, delL et femon(L+L).
luts(f)ellia(Az.zM fl2))(d) et Llia(f)oluts(Az.z! f(z))(d) sont des points
fixes de f plus grands ou égaux a n'importe quel point fixe de f qui est plus
petit ou égal 3 d et plus petits ou égaux & n'importe quel point fixe de f
qui est plus grand ou égal & d. De plus luis(f)ellis(dz.zMf(2))(d) ¢
tlia(fleluta(dz.z i flz))(d).

Preuve: Soient a, belL tels gue fla) = acs de b = f(b). Alors par monotonie
a = lute(flollis(Az.2MF(2))(a) & luda(flelids(Az.2NF(2))(d) &
luts(f)ollis(Az.zMNFf(z))(b) = b. De méme a £ Iits(floluis(rz.z|!Ff(2))(d) € b.
Posons p = 11i8(lz.zMf(z))(d) et q = lutsl(iz.z|l!flz))(d). Soit S =
{xeL : pex=qg} c'est un sous-treillis complet de L avec infimum p et supre-
mum q. Par le théoréme 2.5.3.0.1 et son dual pefi(p) et flg) €g et donc
f(S)gS. Le théoréme 2.5.5.0.1 impligue que le plus petit point fixe de la
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restriction de ¥ & S est luts(f)(p) tandis que le plus grand point fixe de
la restriction de f & S est 1178(f)(g) ce qui montre que
lutg(flellia(dz.z2MF(2))(d) & Liis(f)elutalAz.zUF(2))(d).

Fin de la preuve.

DEFINITION 2.5.5.0.3 Préfermeture d'un treillis complet
(Ladegailleriel 1973])

Une préfermeture inférieure p d'un treillis complet L(s,1,T,l,M) est
un opérateur de L, monotone, idempotent et satisfaisant L'axiome de connecti-
vité inférieure {¥xelL, p(xMpl(x)) = p(x)}.

Dualement une préfermeture supérieure p d'un treillis complet L est un
opérateur de L, monotone, idempotent et satisfaisant I'axiome de connectivi-—
| t¢ supérieure {¥xeL, PlxLiplx)) = plx)}.

COROLLAIRE 2.5.5.0.4

Soient L(g,L,T.l0LM et femon(L+L). L'ensemble fp(f) des points fixes de F
est 1'image de L par la préfermeture inférieure luis(f)ellis(Az.zlf(z)) et

| 1'image de L par la préfermeture supérieure ll7s(flelufe(dz.zUf(2)).

Preuve: lutg(Flell7s(Az.zMf(z)) est une préfermeture inférieure de L car
c'est la composition d'une fermeture supérieure lufs(f) et d'une fermeture
inférieure llis(hz.z["f(z)). (2.5.2.0.5, 2.5.3.0.1, 2.5.2.0.6 et Ladegaillerie
[1873, prop.5, p.41].

Fin de la preuve.

PROPOSITION 2.5.5.0.5 Park[1968]

Seoit L(s,.,7,U,M, ) un treillis booléen complet et femon(L+L).
Alors Ax.W( ) emon(L*L), gfp(f) = A Ax.F(Tx)),
Ifp AW W)) Nifp(f)= 1, ({LApOxIFO)) UL (F1=T} <= {Ifp(f)=gfp(f)}]}.
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2.5.6 Non calculabilité des points fixes d'un opérateur monotone
sur un treillis complet

Nous montrons qu'en général les points fixes extrémes d’un opérateur
monotone arbitraire sur un treillis complet arbitraire ne sont pas calcula-
bles. Le résultat indique une difficulté et non une impossibilité. Il n'ex-
clut pas les cas particuliers ol les points fixes sont calculables [par exem-
ple quand le treillis satisfait aux conditions de chaine). Il indique toute-
fois qu'en général nous devrons nous contenter de calculer des approximations
des points fixes extrémes (gue ce soit parcequ'ils ne sont pas calculables ou

plus simplement parce cue le calcul est trop complexe).

PROPOSITION 2.5.6.0.1

Soient L(g,1,T.U.M") un treillis complet arbitraire et f un opérateur
monotone arbitraire de L. Le probléme du calcul de Ifp(f) et gfp(f) est in-
décidable.

Preuve: MNous montrons que si 1'on pouvait calculer Ifp(f) pour tous L st
f£emom(L+L) arbitraires, nous pourrions résoudre le probléme dit "probléme
de correspondance de Post modifié" qui est indécidable (Hopcroft &
Ullman[1969]). Ce probléme est le suivant: "étant données deux suites arbi-
traires ﬂ*ﬁl,....ﬁuk et B-al,....ﬁk
comportant au moins deux caractéres distincts, est-ce qu’il existe une suite

de k chaines non vides sur un alphabet

il,....in d'entiers telle que Al.Ail.....nin = B*'Ei,”"'Bi -

Soient C={1,...,k} et C* 1'ensemble des chaines éventuellement vides de
1'alphabet C. Soit C!'* = {1s:seC*}. Soit P(C'*) l'ensemble de toutes les
parties de C'*. Soit F = AE.({{1}} u{ u {si :sex} : xeE}). C'est un opérateur

i=1 g
monotone de P(C!*). Considérons la séquence E= {1}, EanFtE6 :} si § est un

ordinal successeur, et EG -ugé E* si & est un ordinal limite. C'est une
chaine ascendante pour l'ordre ¢ dont la limite est L=ifp(F) car {1} g ifp(F).
Définissons un ordre partiel sur L par {vx, yelL, {xgy} <= {{x=y} ou
{$8ep(P(Ci¥*)) : ExcE6] et (ytEél}}}. La relation € est trivialement réflexi-
ve. Supposons qu'il existe x, yel tels que xgy, yex et xzy. Alors 3é,n :
keEa, ytEa et de plus ysEn. x&En. I1 est impossible que n=&. Si é<n alors
MEGEE" e't xqu contradictoire, sinon n<é et 3..reE'-|;E6 contradicteire avec
v EG. Par 1'absurde c est antisymétrique. Supposons xcy et ygz. Si x=y
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ou y=z, £ est trivialement transitive sinon j&,n tels que erB. v Es. yeE“
G:En et xeE" at z&En donc
contradictoire avec y ¢ Ea. Nous concluons que &

et z ¢ E". On a forcément 6zn . Si &<n alors E
xg 2z sinon n<d et yeEn (- E6
est un ordre partiel pour L. Supposons x=y et xd¢y et ygx. Alors ¥4,
% ¢ E5 ou yeE6

contradiction qui montre que € est un ordre total. L est une chaine avec

et ¥n, vy &En et ern en particulier pour 6=n nous obtenons une

infimum {1}. De plus L a un supremum T car sinon la chaine <EE:5£U[P[C1t]]>
ne serait pas stationnaire. En effet, supposons Wyel, }xel, x¢y. Alors
=2y et W6 on a x ¢ E5 et yeEﬁ. En particulier pour la limite L=E on a x¢L
ce qui est contradictoire. Par 1'absurde }relL : VxeL, xsT. Donc L est un
treillis complet.

Considérons maintenant 1'opérateur f de L défini par Ax.g&ﬁases 1

k A
s=11 ...i et “:’“il""nin al,aii,....ain} alors x sinon i‘:l[si.sex} finsi.

f est monotone donc admet un plus petit point fixe. Oe plus le probléme de
correspondance de Post modifié a une solution si et seulement si le plus pe-
tit point fixe de f est différent de T. Si Ifp(f) é&tait calculable, ce pro-
bléme ne serait pas indécidable.

Fin de la preuve.

2.6  TREILLIS COMPLET DES OPERATEURS CONTINUS SUPERIEUREMENT
D'UN TREILLIS COMPLET

DEFINITION 2.6.0.1 Continuité

Soit w le premier ordinal limite infindi.
Nous dirons qu'un opérateur f de L(g,1,T,U,[") est continu supérieurement

si et seulement si pour toute chaine ascendante <x5:5£m> nous avons

flu x6} = U f[xs].

Sew Sew
Nous direns qu'un opérateur f de L(g,1,7,l',[7) est continu inférieurement

si et seulement si pour toutechaine descendante <x6:ﬁem> nous avons
£N 8 = 1 rnd).
Sew Sew
Un opérateur f cds L est eontinu s'il est continu supérieurement et infé-

rieurement.

Le terme continuitsd est justifié par le fait que la définition 2.6.0.1.
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35t dquivalente & 1a notion topologique de continuité pour une topologie de
'. convenablement choisie (i1 faut pour cela supposer des hypoth&ses supplé-
‘antaires sur L, voir Scott1972], Cousot & Cousotl 1977d]).

Moter que si ¥ est un opérateur monotone de L alors f( |} xal = | f[xél
é 8 & Sen Sey
2t F{MNx) = M f(x ) est vrai pour des chalnes <x :feu> resnectivement as-
Sey Sep

cendantes et descendantes finies (c'est-2-dire quand p<w)« Nans un treillis
satisfaisant la condition de chafne ascendante (respectivement descendante)
toute chalne infinie est stationnaire st nar conséquent tout op&rateur mono-
tone est continu supérieurement (respectivement inférieurement). Noter éga-
lement que la continuité supérieure ou inférieurs entraine la monotonie.
Enfin si un opérateur est un morphisme complet pour 1'union (définition
2.3.0.2) (respectivement pour 1'intersection) 11 est continu supérieurement
(respectivement inférieurement).

Nous caractérisons maintenant 1'ensemhle des opérateurs continus supé-
~ieurement d'un treillis complet L comme image de (L+L) par une fermeture
inférieure gonts. Contrairsment 2 ce qui a été fait pour les opratsurs mo-
notones (paragraphe 2.4) nous n'avons pas pu trouver de définition de conts
qui soit suffisamment simple pour Etre utile en pratique. MNous nous conten-
tons donc de montrer 1l'existence de conts.

THECREME 2.6.0.2

Soit L(g,L.7,1)sM un treillis complet alors il existe une fermeture in-
“érieure conts de (L+L) telle que eonts(L+L) soit l'ensemble des opérateur-
continus supérieurement de L. Ne plus, pour tout f de (L+L), eonts(f) est
le plus grand opérateur continu supérieursment de L plus petit ou égal a f,

fewve : Soit C la partie du treillis complet (L+L) correspondant aux opé-
rateurs continus supérieurement de L. Alors (\.L) ¢ [ ot pour toute partie
non vide S de C nous avons (|JS)eC. En effet, soit <x5:5em> une chalne
scendante de L. Pour tout f de S nous avons fI( 1 xsl = ] F[x‘sl. Nonec

Sew Sew
Gt i aaediie @ ieadt set-asdiee TUSTE e
‘€S dew 7eS few Sew fes Sew
Heusid).
Tew

"oit conts 1'application de (L +L) dans lui-méme définie Par :
wontg = 1F {0 lze(L+L) ¢ F2e}}



alors conts est une fermeture inférieure dont les éléments fermés sont les
&1éments de C. Pour tout fe (L+L), conts(f) est le plus prand élément de
C plus petit ou égal & f car si geconts(L>L) et f2g alors conts(f) 3
2ontslg) = g.

%n de la preuve.

2.7  THEOREME DE POINTS FIXES POUR LES OPERATEURS CONTINUS
SUPERIEUREMENT SUR UN TREILLIS COMPLET

Spit L(z,1,7,U,") un treillis complet tel que u(L)>w. Une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une itération croissante <x6:6eu[L]> déf
nie par fe (L+L) et partant de del qui est une chaline ascendante soit sta-

tionnaire aprés w termes est:

{¥8ep(L), (62w} => {Kw'xa}}

BT (lemme 2.5.1.0.4)

= (&=} (définition 2.5.1.0.1(b))

= {Ux®=fuxH} (définition 2.5.1.0.1(c))
oasw asi ol<w o

> (x> =fUxT) (car {{a<w} <=> {(d+1)<w}}
osw o o<W o

e { |} Fflx)=Ffl U x)} (définition 2.5.1.0.1.(b))
oS o< =

On voit donc que 1'hypothése de continuité supérieure est “"faite pour
égviter d'avoir a considérer des itérations transfinies (du moins comportan
strictement plus de w termes). En fait, elle est méme un peu forte puis-
qu'il n'est pas exigé que la chaine <x5:55m> satisfasse & la définition
2.5.1.0.1. En appliquant le théoréme 2.5.2.0.2 il vient:

PROPOSITION 2.7.0.1

Soient L(e,1,7,U.M) un treillis complet et feconts(L+L). Une itéra
tion croissante <x5:6 emin(p(L),w)> partant de deprefp(f) et définie par
est une chaine ascendante stationnaire, sa limite Zuis(f)(d) est le plus

petit des points fixes de f plus grands ou égaux & d.
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2.8 RESOLUTION FORMELLE D'UN SYSTEME D'EQUATIONS MONOTONES DE
POINTS FIXES PAR ELIMINATION DE VARIABLES

Soit L(S,.,T,U,1) un treillis complet alors 1'ensemble L des n-uplets
d'éléments de L est un treillis complet pour 1l'ordre:
L i % [
(e X ) 20V, 000, Y )} <> {Viel1,n], X, Ev,}

Alors, il vient:

T : o i gk
LA{X ,...,x ] ( LAX1“"'1%gan
n O A s

1€6tx ,...,x ) (i ax 4 ,icﬂan

de sorte que l'infimum de L" est (L,+44,1) et le supremum est (T,...,T).

o n
Far abus de notation, nous écrirons L' (g,.,T,U.M).

5 £ o : n .
Soit un systéme d'éguations & n inconnues [Xl,...,xnls L' de la forme:

f
| = F e
Xl 1{X1, 'xn]

?Xn = Fn(KI,...,Hn]

1

od {vie[1,n], Fi€ (L"+L) que nous abrégerons par X=F(X) od Fe (L"+LM).
les Fi (i=1,...,n) sont monotones alors F est monotone et le théoréme
2.5.5.0.1 donne une définition constructive des solutions de ce systéme d'é-

guations.

Plus généralement & une équation X=F(X) sur un treillis L nous pouvons
faire correspondre un systéme d'éguations sur une décomposition directe de L

ayant mémes solutions & un isomorphisme prés:

PROPOSITION 2.8.0.1

Soient L(S,1,7,11.M) et ¥Wie[1,n], M, (S,41,7,l.M) des treillis complets
n &
tels que iglmi estune décomposition directe de L (c'est-a-dire qu'il existe
des morphismes de décomposition o, c{L_+r1i1,tels que U=Ax.[U1{x],...,on[x}]

3
est un isomorphisme complet de L sur (M M), Soit Femon(L+L) alors 1'en-

semble f{F) des points fixes de F et 1'ensemble des solutions du systéme
d'équations:
-1
= oFe W g
;xi OyoFe0 (X ,eeunX )

1 = 1,.04,n

Lsont complétement isomorphes par 0.
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Outre la méthode itérative, un calcul formel procédant par élimination
de variables permet également de résoudre le systéme d'équations. La varia-
ble Xi est éliminée en résolvant 1’équation xi-uv.Fitxl....,v,....xnnlxim
en terme des Xj (J=i) considérés comme des variables libres, puis en substi-
tuant la solution & toutes les occurrences de xi dans les équations restantes.

Le processus est répété jusqu'a 1'élimination de toutes les variables.

PROPOSITION 2.8.0.2 Bekit¢[1869], Leszczylowski[1971]

Soient Femon(L" ™+ L") et Gemon(L" M- ™. Nous noterons
(X,Y) = [x],....xn,Yl,...,le quand XeL" et veL™, Considérons le systéme
d'équations,
’x = FIX,Y)
(1

Y = G(X,Y)
le résolvant R =1AY.If(AX.FX,Y)) et le systéme d'équations,
X = R(Y)
(2)

Y = GIR(Y),Y)

Nous notons fp(i) et Zfp(1), (1=1,2) respectivement 1'ensemble des solutions
du syst2me d'équations (i) et sa plus petite solution. Alors fe(2)l e fp(1)
et I7p(1) =1fp(2).

Frewve: S1Y, ZeL" alors {Y€2} = {(X,Y) € (X,2)} => {AX.F(X,Y) & AX.F(X,2)}
=> {IPOXFXY)) & IfpOX.F(X,2)]} = {R(Y) ER(Z)} = {Remon(L™+L")}
donc fp(2) n'est pas vide.
Soit (Az.lee)’pIEI un point fixe de (2). Alors ﬁz-R(Bz] c'est-a-dire
IP(AX.F(X,B,))=A, donc F(A,,B,)=A, et B,=G(R(B,),B,] soit B,=G(A;,B,) ce
qui implique gue (A,,B,) est solution du systéme d'équations (1) c'est-a-dire
(el

Pour montrer qu'en général fp(2)=fp(1), considérons L={1,7},
F=A(X,Y).[XMY] et G=A(X,¥).[XUY]. Le résolvant est R=AY.Zfp (AX.F(X,Y)) =
AY ZfpOX.[XMY]) = AY.L. Le systéme d'équations (1) admet la solution (T,T)
qui n'est pas une solution de [2).

Comme 1fp(2) € fp(1) on a Ifp(1) eifp(2). Soit (A,.B,) un point fixe de
(1), on & F(Al,Blhﬂl donc F(ﬁt.BIJ Eﬂ] donc Hl st un post point fixe de
AX.F(X,B;) ce qui implique que LAp(AX.F(X,B,1) €A, soit R(B;)€A;. Comme
(R(B,1,B,) = (A;,B,) et G est monotone G(R[E!ll.ﬂl] [ G(nl.Ell & B, car (Al.Bl]
est post point fixe de (1). On en déduit que (ﬁl,Bl] est post point fixe de
(2) ce qui implique 1fp(2) € (A,,B,) soit en particulier lfp(2)slfp(1) et par
antisymétrie Ifp(2) = Ifp(1).
Fin de la preuve.
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HﬁTHDDES ITERATIVES CHAOTIQUES, ASYNCHROMNES ET ASYNCHRONES AVEC
MEMOIRE POUR RESOUDRE UM SYSTEME D'EQUATIONS MONOTONES DE POINTS
FIXES SUR UN TREILLIS COMPLET

‘L'itération croissante partant de Del” et définie par Femon(L" +L™)
finition 2.5.1.0.1) se détaille en :

B- x' =
= X: = Fi[xf-l.....x:_lJ si & est un ordinal successeur
£ = 1,000
BxS . x® si § est un ordinal limite

a<d

i est en fait la méthode des approximations successives. 0On peut penser
que la méthode de Gauss-Seidel :

[=2]

o e L
1 1 n

', >

= § & 6-1 §-1
FylX oesneaXy 1 oXg hveenX )

H-xOv- e

G et b sylls a gttty
1 n=

1“"n

<
3 e

=F (X
n

qui consiste & reinjecter constamment dans le calcul les derniers résultats
du calcul lui-méme, renforce la convergence tout en réduisant 1'encombrement
‘mémoire. Robert[1976a] montre gqu'en général ces méthodes ne sont pas équi-
valentes. Sans hypothéses suffisamment fortes sur L et F il arrive que
1l'une des méthodes des approximations successives et Gauss-Seidel converge
tandis que 1'autre diverge.

Nous allons montrer que lorsque L est un treillis complet et

Femon(L" L") ce phénoméne est impossible, c'est-A-dire que les deux straté-
‘zies conduisent au méme résultat. N'une manidre plus générale, nous montrons
au paragrephe 2.9.1, que 1'hypothése de monotonie permet d'utiliser n'imports
quelle stratégie chaotique, c'est-a-dire que dans 1'itération on peut aléa-
toirement déterminer 4 chaque pas quelles sont les composantes qui sont cal-
culées en fonction de 1'itéré précédent (3 condition de ne jamais en oublier
ung définitivement) et obtenir la convergence vers le méme point fixe qu'avec
la méthode des approximations successives.

Au paragraphe 2.8.2 ce résultat est généralisé au cas de méthodes itéra-
tives asynchrones nui offrent une nossibilité do retard dans 1'acc®s aux
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itérés précédemment calculés et correspondent donc & 1'utilisation de plu-
sieurs processeurs qui travaillent en paralléle sans (nécessairement) &tre
synchronisés.

En fait, les itérations chaotiques et asynchrones ne sont que des cas
particuliers des méthodes itératives asynchrones avec mémoire considérées
paragraphe 2.9.3. En plus de la décomposition des calculs par groupes de
composantes &voluant en paralléle, les méthodes itératives asynchrones ave
mémoire permettent de décomposer les calculs selon la structure de chacune
des composantes puisque différentes valeurs de la méme variable peuvent &t
utilisées dans le calcul d'une composante.

En pratique, on considére des méthodes itératives gui convergent en L
nombre fini de pas et pourtant nous démontrons tous nos résultats de conve
gence pour des itérations transfinies. D'un point de wvue abstrait, ceci
met de séparer le probléme de terminaison des itérations (nombre d'itérés
considérés) de celui de la convergence (stabilisation des itérés). (Par
exemple, pour trouver X tel que X<SIfp(F), on peut calculer 1'itération
croissante <x6:6£u(L]> partant de L1 et définie par F en arr@tant le calc
aprés un nombre de pas fixé & 1'avance ou quand la précision est suffisant
L'algorithme est correct car d'un point de vue abstrait tout terme xa est
inférieur & la limite Iu¢s(F)(L) =1fp(F) de 1'itération transfinie dont se
lement les premiers termes ont été effectivement calculés).

2.9.1 Convergence d'itérations chaotiques

DEFINITION 2.9.1.0.1 Itération chaotique eroissante

i Soient L(=z,.,T,U,M17) un treillis complet, n un entier strictement posi
et Femon(L"~L").

- Soit <J6:6 e Ord> une séquence de parties de {1,...,n} telle que:
(a) - {¥8eOrd, vie{1,....n}, Jo26 : 13%}

: L'itération chaotique croissante partant de Del” et définie par F et
<JG:6cUrd> est une séguence <x6=65u{L}> d'&léments de L” définie par récur
rence transfinie comme suit:

(b) -X% = D

=5 |
{e) - Kg = xf pour tout ordinal successeur § et tout :I.U5
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i
(d) - xi = Fi(xs ] pour tout ordinal successeur § et tout ist
VL L U
(e) Xi acﬁxi pour tout ordinal limite &

Cette définition s'interpr2te en considérant qu'au pas 8 du calcul seules
les composantes ie.]6 évoluent en fonction des valeurs obtenues au pas précé-
dent. La cunditioq 2.9.1.0.1(a) impose qu'aucune composante ne solt défini-
tivement oublige. Le cas abstrait 2.9.1.0.1.(e) a &té ajouté & la définition
classique pour que la définition soit compatible avec 2.5.1.0.1.

Par exemple, la méthode des approximations successives consiste & prendre
{vé ¢ Ord, J6={1,....n}} tandis que la méthode de Gauss-Seidel correspond au
choix JG-{1} si 6=1 ol § est successeur d'un ordinal limite et
JG-{1*(5 modulo n)} si & est un ordinal successeur et Ja-l-{j}.

THEOREME 2.9.1.0.2

Une itération chaotique croissante partant de Deprefp(F) et définie
par F emon(L"+L") et <JG=5 e Ord> est une chaine ascendante stationnaire dont

la limite est Zuts(F)(D).

Preuve: C'est un cas particulier du théoréme 2.8.2.0.2. Pour montrer en
plus que c'est une chaine ascendante voir Cousot & Cousot[1977e].

Fin de la preuve.

Comme tous les composants X:'l (tels que isJ5+1) sont évalués en fonc-
tion de XG , la définition 2.8.1.0.1 suppose implicitement que les calculs
sont faits par un seul processus de calcul séguentiel ou par plusieurs pro-
cessus paralleles (par exemple un pour chaque ieJG*l] synchronisés. La dé-
finition des itérations asynchrones évite cette contrainte de synchronisation
en offrant une possibilité de retard dans 1'accés aux itérés précédemment

calculés.

2.9.2 Convergence d'itérations asynchrones

DEFINITION 2.9.2.0.1 I'tération asynchrone croissante

& Soit <J5:5 ¢ Ord> une séquence d'éléments de {1,...,n} telle que:

{a) - {V6€0rd, Vie{1,....n}, Jaz6 : 1=0%)




. Soit <56:5 € Ord> une séquence d'éléments de Ord" telle que:

(b) - {vie{1,...,n}, V6 e0Ord, sf«s}

(c) - {¥Se0rd, vie{1,...,n}, 3826 : {va2B, 655?}

(d) - {vB,8 eOrd, {B est un ordinal limite et B<6}} => {vie{1,...,n}, B

Soit F un opérateur monotone du treillis complet L". Une itératio
asynchrone eroissante pour F partant de DeL” et définie par <JG:GeUrd>
et <56:6 e Ord> est une séquence <x5=5 e Ord> d'éléments de Lndéfinie par

currence transfinie comme suit:

el -X"=p
§ §-1 &
(f) - Xi = Xi 5 pour tout ordinal successeur § et tout i=J
§ s
(g) - Kg = Filxl!....xnnl pour tout ordinal successeur § et i-J6
[

2 pour tout ordinal limite &

(h) = X, = U
La définition des itérations asynchrones est due aux analystes numé
ciens Chazan & Miranker[1969] mais la forme donnée ici est plus proche c
version de Baudet[1976]. Nous avons cependant simplifié cette derniére
nition en supposant que ¥§ Ord, 365{1,....n} et non pas J65{1,...,n}.
n'apporte aucune restriction, en effet, quand plusieurs composants sont
4 jour en méme temps, nous considérons d’un point de vue abstrait qu'ils
&té calculés de la m@me fagon mais mis & jour & des instants différents.
(Par exemple la méthode des approximations successives correspond au cho
Ja+jnoi=i St S:‘j"‘i

et 1sksn. Plus généralement les itérations chaotiques sont un cas parti

=0+jn pour tous ordinal limite o et entiers j20, 1<

lier des itérations asynchrones). Nous avans également rajouté la régle
2.5.2.0.1.(h) ainsi que la condition 2.9.2.0.1.(d) pour que la notion d*
ration asynchrone soit compatible avec les itérations transfinies 2.5.1.I

Les itérations asynchrones offrent un modéle des possibilités de ca:
sur un multiprocesseur. Une mémoire globale initialisée par D est acces:
ble par chacun des processeurs qui peut lire et écrire chaque composant >
ce la mémoire globale X. Ces opérations sont mutuellement exclusives dar
le temps et peuvent donc Stre considérées comme instantanées. (Selon la
taille des mémoires Xi (i=1,...,n) cette exclusion mutuelle est assurée I
le matériel ou le logiciel, c'est la seuls synchronisation élémentaire qu
soit nécessaire entre les différents processeurs).

Interpréter <§:§ « Ord> comme une séquence croissante d'instants § od

orennent place la lecture ou 1'écriture d'un composant xi. Quand un
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processeur est oisif il est affecté a 1'évaluation d'un composant gquelcongue
du systéme d'équations. La définition 2.9.2.0.1. indique qu'au temps § un
processeur termine 1'évaluation du iéme composant tel que i=J . La valeur
correspondante xi est instantanémegt écrite dans la mémoire Xi. L'évaluation

8
de X, consiste & lire la valeur X?’ de la mémoire X, au temps Sf, vaes 8 lire

xn au temps S:. a appliquer 1'opération E aux agguments X?',....xi" et a
écrire la valeur correspondante Xﬁ (Xs .....XE"] au temps § dans X,. Tous
les composants Xj de X pour lesquels j=35 nesont pas modifiés au temps 6.

Noter gqu'aucune synchronisation n'est nécessaire entre les processeurs
contribuant au calcul st que la répartition des t3ches des divers processeurs
est libre. En particulier, un processeur qui tombe en panne peut &tre &limi-
né du pool des processeurs disponibles et remplacé dans sa tache par les pro-
cesseurs valides. La répartition des ti3ches des divers processeurs doit tou-
tefois respecter la condition 2.8.2.0.1.(a) qui stipule gu'aucune composante
ne peut &tre abandonnée définitivement, (cette hypoth2se est un peu forte
puisque par exemple une composante constante est toujours stable. Nous ne
tenons pas compte de telles situations pour alléger le formalisme).

Il est également naturel de supposer que 1'évaluation de chaque

F [Xsl....,x N) dure un temps fini (mais pas nécaasair@ment uniformément bor-
1
né]. Donc pour tout &, la durée du calcul ma¢(6 551 doit Btre finie. C'est
i=1

ce gue la condition 2.9.2.0.1.(c) exprime sous une forme un peu différente:
pour tout § i1 existe B26 tel que aprés le temps B aucun processeur ne peut
terminer un calcul commencé au temps &.

L'hypothése que 1'évaluation élémentaire d'un composant dure un temps
fini doit rester valable bien que nous considérions des itérations transfi-
nies. La condition 2.8.2.0.1.(d) est alors nécessaire pour tenir compte de
ce fait. Par 1'absurde, supposons que le calcul de Xi commencé au temps

uqnqrtss) prend r unités de temps (o0 r<w car la durée du calcul peut étre
i=1
arbitrairement longue mais finie). Nous avons (a+r)=6 . Supposons qu'il

existe un ordinal limite B et je{1,...,n} tels que 5j<ﬂ<6. Alors a<fB<é
et comme B est un ordinal limite (a+1)<B puis par récurrence finie (a+r)<g<s

en contradiction avec [(o+r)=4.

_THEOREME 2.9.2.0.2

Soient L(=,1,7,U,MM un treillis complet, n un entier naturel et
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Femon(L"+L"). Une itération asynchrone croissante pour F partant de
D€ prefp(F) et définie par <.16=6 e Ord>, <Sﬁ

naire de limite luis(F)(D).

16 € Ord> est une séquence stat

Freuve: Cas particulier du théoréme 2.9.3.0.8. quand m=1.
Fin de la preuve.

2.9.3. Convergence d'itérations asynchrones avec mémoire.

DEFINITION 2.9.3.0.1 Ttération asynchrone croigsante avee mémoire

. Soit <J6:6e Ord> une séquence d'é&léments de {1,...,n} telle que:
(a) - {¥8 eOrd, vie{1,...,n}, Jo26 : 1=3%)

Soit <55 8e0rd> une séguence d'éléments de [Urdnlm telle que:
(b) - {vie{1,....n}, ¥ie{1,...,m}, V& e Ord, (5‘51 <5}
(c) - {¥6 eOrd, Vie{1,...,n}, Viel1,...,m}, }Bzé {va2B : 65(5 ), 1
(d) - {¥B,6 ¢ Ord, {B est un ordinal limite et B<&}
=> {v¥ie{1,...,n}, Vie{1,...,m}, 35(5 ), 1

Soient L(S,1,T,U,7) un treillis complet et F une application manotol

de (L™ dans L". Une itération asynchrone croissante avec m mémoirespa:

de DeL" et définie par <J6:6 € Ord> et <s8:5 ¢ Ord> est une séquence
<X5:6 ¢ Ord> d'éléments de L" définie par récurrence transfinie comme sui
(e) - x* =D

(£) =X

(g) - X

§-1

= xi pour tout ordinal successeur § et tout :.==J6

e Oakt On

= Fi[Z‘,....Zm] pour tout ordinal successeur 6 et tout 1-.16

ot Vieldsusombs NIl pmigna ::i-xi(sﬁ11
ek,

Cn

ae8 pour tout ordinal limite &

On notera que lorsque m=1 cette définition est éguivalente &4 la déf
tion 2.9.2.0.1.

Soit o 1'application de L" dans (LM™ telle que {vxeLl", vie{1,...,n
{g(x)) =X} Spit F une application monotone de (L")™ dans L". Nous d
nissuns un point fixe de F comme &tant un élément X de L tel qua X=F(X,

c'est-a-dire X=F(g(X)). Comme Foo emon(L" +L") les résultats du paragra

2.5 peuvent &tre appligués & Feo.
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Pour montrer une application pratique de la définition 2.8.3.0.1.,
supposons que l'on ait & calculer luts(f)(D) ol femon(L"+L") et Deprefp(f)
et gque 1'on puisse trouver un entier naturel m et Fe (LtM™+L") tel que
Iuis (£1(D) = luis(Fe0)(D). On peut alors utiliser n’'importe quelle itération
ssynchrone croissante avec mémoire pour ce calcul car nous alleons montrer que
c'est une séquence stationnaire de limite Zuts(Feo) (D).

Soit par exemple f=AX(g(X)Uh(X)). Alors luis(f)(D)=Iuis(Feq)(D) ol
F=A(X,Y).(g(X)L'h(Y)). Une itération possible avec deux mémoires pour F est:

%Y ey
X1 =i
2
e m )

qui est équivalente aux deux itérations collatérales:

%9 =L ¥ *

xﬁ*’ - g(XGILJYa Y6+1 _ h[xé)

qui sont une décomposition naturelle des calculs qu'il n'est pas possible de
décrire par la définition 2.8.2.0.1.

Dans le reste de ce paragraphe, nous considérons une itération asynchrone
croissante avec m mémoires <X5:8 €0rd> pour une application monotone F ce
("™ gans L" partant d'un pré-point fixe D de F (DsFsg(D)) et définie par
<J5:5 eOrd> et <SG=6 ¢ Ord> comme dans la définition 2.8.3.0.1.

LEMME 2.8.3.0.2 -

{v§eOrd, D= x6 = luts(Feq) (D)}

Prewve: Par récurrence transfinie sur 8 en utilisant la propriété D = Feg(D)
© luts(Feq) (D) = Feo(luig(Fea)(D)) (théoréme 2.5.2.0.2). Si nécessaire les
détails sont dans Cousot[1977d].

Fin de la preuve.

DEFINITION 2.8.3.0.3

La condition 2.9.3.0.1.({a) impligue que pour tout deOrd, il y a un or-
dinal M(8) défini par:
N(8) = minfa e Ord: (65a) et ({1,....n}=(1:6<Bsa}))

Tntuitivement entre 1'instant & et 1'instant M(&)+1 toutes les
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EFINITION 2.9.3.0.7

Nous notons <Els=ﬁe Ord> la séquence d'éléments de L" définie par récur-

b rence transfinie comme suit:

(a) -B" =D
ilo) - E‘s = F(ufﬂd-lll si § est un ordinal successeur
te) = B‘s = uIEI‘SEa si 6 est un ordinal limite

LEMME 2.9.3.0.8

{vB, 6 eord, (n°<g} = {8%cxB}}

Preuve: Par récurrence transfinie sur § [cas 4,0 2,:8),
Cas 1: Si =0 alors ¥B2n" = 0 nous avons B = p £ x5 {lemme 2.9.3.0.2).

Cas 2: Supposant que § est un ordinal successeur et que le lemme est vrai
pour tout §'<§ nous montrons par récurrence transfinie sur B qu'il est éga-

lement vrai pour § (cas 2.1, 2.2, 2.3).

S maatn® V304 Alors

Cas 2.1: 5i B-r'|6 alors d'aprés 2.8.3.0.5.(b)n
5-

pour tout i=1,...,n il y & un plus grand ordinal ¢ tel que Aln
< B et 1=J%, D'aprés 2.9.3.0.1 nous avons donc x§ = xi”- P Xi avec
xi = F,(z',...,2M. Comme e2a(n5™) on a (Vi€ ...,m}, Vkel1s...und,

§-1 € §-1
n" < (37), < el. Par hypothése d'induction il suit que B E

€ Ik

[SJ} j §-1_ _j
X = Z . Nous en déduisons {vje{1,...,m}, 8°" = 27} donc par
2,9.3.0.7.(b) et monotonie, nous obtenons Bg = F, (ol $1)y e Fi[Z‘,...,Zm]
[
= € = B 6 = n

xi xi’ soit Bi ,,xi .
Cas 2.2; Supposons que B soit un ordinal successeur et gue pour tout o

1
lse

k

tel que n =a<B nous ayons BGEXQ. Nous montrons que {¥ie{1,...,n},

=1
B‘Ssxfl. si 1238 alors B’E’ c x? 3 xg sinen =38 et xf = Fitz‘,....z"‘}.

i
Comme 8 > l'l6 > HU\(I“l‘s-1 6-13 nous savans que {¥je{1,...,m},
(s)
§ &-1 i’k
< (Sj]k} ce qui implique Bh Exk par hypothése

1Y 2 Ain

vke{1,...,n}, n°
d'inuuction. Donc Vie{1,...,m} nous avons Elei-:&'z'j et par monotonie Elf -

d-1 1 m B
Fj;l.'i'.l(Ei e FiEZ sewagl ) xi F

Cas 2.3: Supposons gque B soit un ordinal limite et que pour tout ordinal

o tel que nfsa<f nous ayons Bagx“. Alors B‘5 =3 oa®e Ux®e XB

n<a<B a<h



(2)-32

Cas 3: Supposant que § est un ordinal limite et que le lemme est vrai
tout §'<§ nous montrons par récurrence transfinie sur B qu'il est égal
vrai pour § (cas 3.1, 3.2, 3.3).

Cas 3.1: Si B-r‘|6 alors 1r'p‘S est aussi un nombre limite (lemme 2.8.3.

5 2
Par hypothése d'induction sur & nous avons Yy<§, Bygxn et donc BE

i §
WIIL(-'alifIIr £ Y|'<'|6xn ." Comme <n":iy e Ord> est strictement croissante {{y<é
Y8 LTI L ST S
{n'<n"}} et donc UGX = &= §X = X' . Par transitivit
w n'<n a<n
EIGEXB.

Cag 3.2: Supposant que B est un ordinal successesur et que pour tou
nal & tel que n6m<8 nous avons Bﬁexa. nous montrons que V¥ie{1,.

afgxf}. Si 1.==Jﬁ alors 86 e X5_1 = XB sinon inB et Xg = Fi[Zl...
§

i i i
Comme n <B et 716 est un ordinal limite 2.9.3.0.1.(b) et 2.9.3.0.1.(:
pliquent que {Vie{1,...,m}, Vke{1,...,n}, 715 < (S?]k < B}. Donec pa:

s ISJJk 3 s
thése d'induction {Vje{1,...,m}, B, £ X, = 7Y}, Comme <B%:8 ¢ O
est une chalne ascendante (théoréme 2.5.2.0.2) nous obtenons par maor
3 3§ 1 m, B
Ei £ FiEU{B 1) & F1(Z sesigl ] = Xi

Cas 3.3: Si B est un ordinal limite et pour tout ordinal o tel que

nsscﬁB nous avons BGEKct alors 8° g U & Ux® . kB,

<
n sa<f ass
Pin de la preuve.

THEOREME 2.8.3.0.8

Une itération asynchrone croissante avec m mémoires pour une appli
monotone F de (L™™ dans L" (o L(s,L,7,L,M") est un treillis complet) p
d'un pré-point fixe D de F est une séquence stationnaire de limite Lluis

Prewve: La séquence <BG:651.|EL]> est une chaine ascendante stationnaire
limite luis(Feo)(D) (théorame 2.5.2.0.2). Donc il existe un ordinal € e
tel que Wy2e, lufs(Feol(D) = B'. Donec Vsane nous avons luts(Feg)(D) =

XB € luig(Fe0)(D) (lemmes 2.5.3.0.9 et 2.9.3.0.2). MNoter que <x5=6 e Or

n'est pas nécessairement une chaine ascendante.
Pin de la preuwve.
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2.10 NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

Comme ouvrages fondamentaux sur les ensembles ordonnés et les treillis
on peut consulter Birkhoff[1967], Bourbaki[1967], Gratzer[1971] et
Szasz[1971].

Nous reviendrens plus longuement sur les fermetures d'un treillis au
paragraphe 4.2 et la bibliographie correspondante se trouve au paragraphe
4.4,

De nombreux auteurs ont remarqué que le théoréme de point fixe de
‘Knaster[1928] et Tarski[1955] peut &tre démontré avec des hypothéses plus fai-
bles que la complétude (voir parmi d'autres Abian & Brown[1961], H&ft &
HBft[1976], Pasini[1974], Pelczar[1861], Markowsky[1876], Ward[1967],
~ Wolk[1957). De méme, dans notre version constructive du théoréme de Tarski,
nous avons besoin de 1'hypothése d'existence de bornes de certaines chaines
et non de 1'hypothése moins générale que le treillis est complet. Une gé-
néralisation est donc possible pour affaiblir 1'hypothi2se de complétude
mais nous n'en aurons pas besoin. Tarski[1955] (suivi par De Marr[1964],
Markowsky[ 19761, Pelczar[1971], Smithson[1973], Wong[1967],...) démontre
également un théoréme de points fixes communs a une famille d'opérateurs mo-
notones d'un treillis complet qui commutent. Il est également possible d'en
donner une version constructive (Cousot & Cousot[1977d]).

Le théoréme 2.5.6.0.1. sur 1'indécidabilité du probléme de calcul de
points fixes d'un opérateur monotone d'un treillis complet généralise le
théoréme [7] de Kam & Ullman[1975] sur la non existence d*un algorithme pour
faire une analyse optimale du flot des données d'un programme.

La notion d'itération chaotique vient de 1'analyse numérique et remonte
& Southwell[1955] et Ostrowski[1955]. Chazan & Miranker[1969] ont introduit
la notion d'itération chaotigue & retards pour tenir compte des possibilités
de calcul paralléle sur des multiprocesseurs. Ils ont montré gu'une ité-
ration chaotique & retard converge vers la solution de 1'équation x=Ax+b
(ol A est une matrice nxn de réels et b un vecteur colonne de réels) si et
seulement si p(|A]|)<1 (ob |A| est 1a matrice nxn obtenue en remplagant cha-
que élément de A par sa valeur absolue et p(|A|) est le rayon spectral de
|A]). Ces résultats ont &té étendus pour des problémes non linéaires et des
études de convergence ont &té menées pour des hypothéses autres que 1'hypo-
thése de contraction. Siznalons entre autres les travaux des Souipes
d'analyse numérique de Grenoble (Abtroun[1877], Charnay[1375], Mahjoub[1877].




Robert[1874], de Besangon (Comte[19786], El Tarazil[ 19761, Jacquemard[1877
Luongl 198751, Miellou [1875a, 1975b]) et de 1'Universita Carnegie-Mellor
(Baudet[1976], Traub[1964]). En particulier, le terme "itérations asyn
nes” vient de Baudet[1976] qui généralise la notion d'itérations chaoti
4 retards en &liminant 1'hypothése que les retards sont bornés par un r
maximum fixe (Miranker[1977]). Miellou[1977] a abtenu indépendamment 1
théoréme 2.9.3.0.9'avec des hypothéses plus restrictives que les nétres
Notamment L est un treillis normal de Banach et F est semi-continue ce
est une hypothése proche de la continuité supérieure (2,6.0.1) et non n
saire pour donner une version constructive du théoréme de Tarski. Auss
rapport & la définition 2.9.3.0.1 Miellou[1971] ajoute 1'hypothése (en
sant nos notations) {¥ie{1,...,n}, ¥je{1,...,m}, ¥6,6' ¢ Ord, {6<6'} =>
{(Sg)i Slsi'li}}. Cette hypothése spécifique & 1’étude d'algorithmes mi
nes facilite la preuve de convergence car slle implique gue 1'itération
chrone avec mémoire est une chaine ascendante mais elle a 1'inconvénient
nécessiter une synchronisation entrs les processeurs participant au calc
Comme le montre Miranker[19771, un algorithme asynchrone peut &tre supér
& un algorithme interdisant de régresser dans les calculs & cause des te
d'attente qui résultent de la synchronisation des processeurs.

Nous n'avons pas donné de critére d'arrét des itérations asynchrone
c'est un probléme de programmation traité dans un cadre trés général par
Dijkstra[1977].

Le probléme du choix d'une stratégie chaotique optimale remonte en
lyse numérique & Stein & Rosenberg[1948]. Bien gue d'un intérét pratigu
certain, ce probléme n'a pas regu en analyse numérique de réponse complé
ment satisfaisante, sauf dans quelques cas particuliers (par exemple,
Abtroun[1877] ou par des méthodes interactives (Mahjoub[1977]1). Pour le
cas des systémes d'éguations que nous considérons en analyse sémantigue
programmes, le probléme est & 1'étude par R.Cousot (voir remarque 4.1.2.
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3. ETUBE DU COMPORTEMENT D'UN SYSTEME DYNAMIQUE DISCRET,
ANALYSE SEMANTIQUE EXACTE DES PROGRAMMES
ET APPLICATIONS

Nous consacrons le paragraphe 3.1 a la définition et 3 1'étude du compor-
tement de systémes dynamiques discrets. Ces systémes dynamiques discrets
offrent un cadre trés général pour formuler et résoudre les problémes d'ana-
lyse sémantique des programmes comme la vérification de la correction totale
ou partielle d'un programme ou la découverte de l'invariant le plus général
en chague point d'un programme. Un programme est un systéme dynamique dis-
cret dans la mesure ol il définit une relation de transition (ou une fonction
de transition s'il est déterministe) entre les é&tats de mémoire précéddnt et
suivant 1'exécution d'une instruction élémentaire cuelcongue. Pour étudier le
comportement d'un systéme dynamique discret il faut caractériser 1'enmsemble
des descendants des états satisfaisant & une spécification d'entrée donnée ou
bien caractériser 1'snsemble des ascendants des états satisfaisant & une spé-~
cification de sortie. Nous montrons que ces ensembles s'obtiennent comme so-
lutions d'éguations de point fixe ou de systémes d'équations quand 1'ensemble
des états du systéme dynamique discret est partitionné.

Au paragraphe 3.2 nous définissons la sémantique opérationnelle d'un
langage de programmation simple correspondant a des programmes séquentiels
itératifs avec instructions d'affectation et de branchement conditionnel ou
inconditionnel. (Pour séparer les difficultés, les programmes récursifs se-
ront traités au chapitre 6).

Les résultats du parasgraphe 3.1 sont appliqués au paragraphe 3.3 pour
définir la sémantique déductive en avant du langage considéré. Un systéme
d'équations sémantiques est associé au programme en exprimant 1'ensemble des
états possibles des variables en un point aj du programme en termes des états
possibles aux points ai du programme qui précédent aj lors d'une exécution de
ce programme. La plus petite sclution de ce systéme d'équations définit
1'ensemble des états des variables en un point gquelconque du programme, lors
d'une exécution quelcongue de ce programme partant d’un état initial satis-

faisant & une spécification d'entrée donnée.



Nous montrons alors dans la section 3.4 comment la sémantigque déductive
en avant permst de justifier la méthode de Floyd-Naur de vérification de cor-
rection partielle d'un programme. Cette méthode est ensuite étendue aux
preuves de correction totale. Enfin, nous montrons que 1'exécution symbolique
consiste en fait & résoudre le systéme d'équations sémentigques en avant en
utilisant une stratégie itérative chaotique.

Au paragraphe\3-5 nous appliquons les résultats du paragraphe 3.1 pour
définir la sémantique déductive en arriére du langage considéré. Un systéme
d'équations sémantigues est associé au programme en exprimant 1'ensemble des
états des variables en un point ay du programme en termes des états possibles
des variables aux points aj du programme gui suivent ay lors d'une exécution
de ce programme. Les solutions de ce systéme d’équations sémantiques en ar-
riére caractérisent l'snsemble des gtats m des variables pour lesquels une
exécution du programme partant de ay dans un état m des variables se termine
en satisfaisant & une spécification de sortis donnée, se termine sans satis-
faire cstte spécification de sortie, ne se termine jamais ou conduit 3 une
errsur sémantique.

Nous pouvons alors justifier au paragraphe 3.5 la méthode de preuve de
correction partielle des programmes de Hoare et son extension par Dijkstra
3 des preuves de correction totale. Nous remarquens alors que les méthodes
de raisonnement en avant et en arriére sur les programmes sont en fait équi-
valentes.

Enfin, nous établissons au paragraphe 3.6 quelques résultats sur la com-
binaison des analyses sémantiques en avant et en arriére qui seront utilisés

au chapitre 5.

3.1  SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS

3.1.1 Notion de systéme dynamique discret

DEFINITION 3.1.1.0.1 Systéme dynarique discret

Un systéme dynamique diseret est un quintuplet [S’T've'vc'vgl défind

comme suit:

(a) - S est 1'ensemble des états du systéme,
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€ ((SxS) +B) ol B={vrai,faux} est une relation de transition entre
| =

chaque état et ses successeurs,
; 'vs ¢ (S+B) caractérise les états d'entrée,

Qo € (S+B) caractérise les états de sortie,

- 1’ensemble des états n'est pas vide: {S=z%},
~ les états d'entrée sont exogeénes:

{ve .e, ¢S, {1(e ,e,)} = {non(ve(ezl)}}.
- les états de sortle sont stablas:

= =

{ve .e S, {vo(ell st r(el,ez)} {el ez}}
- les ensembles des états d'entrée, de sortie et erronés sont deux a
deux disjoints:

{vi,je{e.6,6}, {i=5} => {¥eeS, non(v, (e) et v,(s))}}.

3

DEFINITION 3.1.1.0.2

Soit T e ((SxS)+B), L'inverse de T est T ' = A(el,ez).rtaz,el). Une
relation de transition (et par extension un systéme dynamique discret
n(S.r.vE,vc,vEJ) est:

(a) - totale si et seulement si {Ve]eS. }ezeS g T[el.ezl}.
(b) - partielle si et seulement si elle n'est pas totale,
(c) - fonctiomnelle ou déterministe si et seulement si:
(ve ,e,,e,eS, {rle ,e,) et T[elie3]} = {ez=e3)}.
(d) - injective si et seulement si T est déterministe,
(e) - Znversible si et seulement si elle est totale et injective,

(f) - sans reprise d'erreurs si et seulement si:

{ve, ,e,eS, {vg(el)gg T(e,,8,)} = {vg(ezl}}

Le concept de systéme dynamique discret est évidemment trés général.
Il s'applique aussi bien aux systémes informatiques qu'économiques ou biolo-
giques, & condition gue le modéle du systéme étudié soit & évolution discréte
dans le temps. En particulier, les systémes dynamigues discrets sont des mo-

déles des programmes aussi bien séquentiels que paralléles.

Exemple 3.1.1.0.3 : Programmes séquentiels

Un proéramme séquentiel w & la FORTRAN comportant n variables globales
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x]....,x 4 valeurs respectives dans U ,....Un et a étiguettes ou points-pro-
ETammes 8 ,....8, gst un systéme dynamigue discret (S,T., ue,vc,vg Tout état
geS est un couple <m,c> ol m EIU x...xu } est un état de mémoire qui associe

4 chagque variable X du prngramma une valeur de U et cefa ....,au.errsur}
ast un état de :cntrala qui est 1'étiguette de le prochaine instruction 2
exécuter dans le programme ou indique gu’une erreur s 'est produilte au cours

de 1'exécution du programme. La relation de transition définit pour tout

stat <m,c> un état successeur unigue <m’,c'> = 1(<m,c>) résultent de 1'exécu-
tion de l'instruction élémentaire étiquetée ¢ dans le programme m. T étant
une fonction, le systéme est déterministe. (On observera que le systéme n'est
pas, en général, injectif. Par exemple, pour le programme défini pour tout
entier x par r(<a€.x>)=<a°,x2> nous avons r[<ae.2>] = <ao,4> et T(<aa,-2>) =
<ac,4> mais <a€.2> H <a€,-2>). Quand 1'exécution de l'instruction étiquetée
c dans le programme n'est pas définie pour 1*état mémoire m (c'est le cas

par exemple d'une erreur 3 1'exécution causée par une division par 28ro),
nous choisirons T({<m,c>) = <m,erreur>. La conséquence de ce choix est que le
systéme est total. En pratique la détection d‘une erreur 3 1l'’exécution con-
duit & 1'arrét de 1l'exécution du programme. La définition t(<m,erreur>) =

<m,erreur> est un bon modéle de cette situation car le syst2me &tudié est

sans reprise d'erreurs. Enfin, supposant que le programme posséds un seul
point d'entrée a. et un seul point de sortie 50 nous définirons

=A<m,c>. (c = =i<m,c>. (o= = >. (c= :
9 A<m,c>. (c ae), Vg A<m,c>. (c aU) et vE A<m,c>. (c=erreur)

7n de 1l'exemple.

3.1.2 Spécification du comportement d'un systéme dynamique discret

A partir d'un état eoes un systéme "[S'T'“e'vc'“g] évolue vers des é&tats

e,.e PIRRRER tels que T(ei'ei+1)' L'ensemble des états descendants

de e, est donné par la fermeture transitive de T¢

2,..-,81,9

DEFINITION 3.1.2.0.1 Fermeture transitive d'une relation

Soient o, B¢ (SxS+B) deux relations entre éléments de S. Nouys notarcns
aoB le produit de o par B défini par:

asB = Ale .e,). [1e, €S : ale,.e, ) et Ble,.e, )]

Pour tout entier new nous definlssons a par récurrence finie comme

Isuit:



(NS

Ae,.8;). (8, 7e,)
o0 = QoQ b pour tout n21
e transitive reflexive de a est o = gga"

new

o , + +1
ture transitive stricte de o est o = gea’ = a'oq = _ann
new

f&a'--ﬁm&aﬂi’cation d'un systeéme dynamique discret n(S,T.vs,vU,vE] comporte
d d'une spécification d'entrée ¢e(S—+>B) et d’une spécification de
rtie Ye(S+B). Cette spécification exprime 1°'intention que tout état
trée satisfaisant & la spécification d'entrée ¢ provoque 1'évolution du
&me T vers un état de sortie satisfaisant & la spécification de sortie .
Dans le cas d'un systéme dynamique discret déterministe, on appelle :

. Vérification de comportement totalement correct de T pour ¢ et ¢, la
preuve que
* r
{ve S, (v (e,Jetole )} = {}e,eS : T (e ,e )etv (e )etyle I}}

5 Vérification de terminaison, la preuve que tout état d'entrée satisfai-
sant & la spécification d'entrée ¢ provoque l'évolution du systéme vers un
état de sortie :
*
{VeleS. {\JE[E]] ﬂ@(el)} = {}e,eS : T (e ,e,) _e_t_vctez]}}

] Vérification de comportement partiellement correct de T pour ¢ et ¥,
1a preuve que si un état dentrée satisfaisant & ¢ provoque 1'évolution du
systéme vers un état de sortie alors cet état de sortie satisfait 2 la
spécification ¢ :

{ve,eS, {3e,eS & v le,) st ole)) st T'(e ,e,) et v le,)} = {y(e,)}}

5 Vérification de l'invariance de Be(S~+B), la preuve gue tout état satis-
faisant & B provoque 1'évolution du systéme vers un état satisfaisant a B8 :

{ve,,e,eS, {Ble)) et T'(e ,e,)} = {Ble)}}
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3.1.3 L'approche du point fixe & 1'étude du comportement d'un systéme
dynamique discret

Pour faire 1'étude du comportement d'un systéme dynamigue discret, nous
chercherons & caractériser 1'ensemble des ascendants des états satisfaisant
a wne condition Be{S+B) c’est-a-dire & déterminer :

* *

Ae,.{}e,eS : T (e,,8,) gt Ble,)} = wplr )(B)

en notant :

DEFINITION 3.1.3.0.1

wp € (((SxS)+B) » ((S+B)+(S+B)))
= 26.{)B.[he, . (}o,eS ¢ O(s,e,) st Ble,))]}

Par gxemple une vérification de comportement totalement correct de

n(S,T,ve.vo.vE) pour ¢ et P consiste & montrer que :

{v, gt o} = lop(t") vy et ¥}

De méme nous chercherons & caractériser l'ensemble des descendants des
Stats satisfaisant & une condition Be(S~+B) c'est-a-dire & déterminer :
Ae,.{}e,eS : Ble)) gt T'(e ,8,)} = aplt™1(8)

en notant :

DEFINITION 3.1.3.0.2

gp e (((Sx8)+B) » ((S+B)+(S+B)))
2 )\e.{)\B.[Aez.(}eleS : Ble,) st 9(8}.82))]}

Par exemple une vérification de comportement partiellement correct de
T pour ¢ et ¥ consiste & montrer que {ap(‘t*)(vs et ¢) et vu} = {y}. De
méme la vérification de 1'invariance de g consiste & montrer que

B = non(wp(t*)(non(B))) ou encore sp(t™)(8) = B.

Partant du fait que ™= eq oy 1Yot = eq ou T°T*. nous obtiendrons

wp(r*) et sp(r*] comme points fixes d'une éguation.
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THEOREME 3.1.3.0.3

{a) - ((SxS)+B)(=>, Ae, ,e,) . faux, Ale,,e,).vrai, OU, ET, non) est un
treillis booléen complet,

(b) - Soient a, b€ ((SxS)+B) alors Aa.[a gu bea] et Aa.[a ou aob] sont des
morphismes complets pour la disjonction,

(¢} - Solent T € ((SxS)+B) 8t eq la relation d'égalité alors
™ = 1fp(\a.lteq ou aetl) = Lfolia.leq ou Teul},

La proposition suivante indique que 1'étude peut 8tre indifféremment

menée pour sp ou wp en considérant une relation de transition ou son inverse:

PROPOSITION 3.1.3.0.4

(a) - 26.6”} est un automorphisme complet de ((SxS)-~B),
(b) - Vou,Be ((SxS)+B), (aeB) ‘= g lea?,

(c) - VT e ((SxS)»B), Wnew, (M~ = (x™H)",

(d) - VT e ((8x8)+B), (tH) 7 =tr™ et (9 etz ™Y,

(e) - VB ¢ ((SxS)+B),ep(8)=wp(8™") et wp(B)=sp(6™ ).

LEMME 3.1.3.0.5

Quels que soient 8 ¢ ({SxS)+B) st Be (S+B) nous avons:
(a) - wp(0}, A8.(wp(B)(R)}, sp(B) et AO.(wp(B)(B)) sont infériesurement stricts
(c.a.d. f(1)=1). Ce sont des morphismes complets pour la disjonction,
(b) - S1 6 est déterministe alors wp(6) est un morphisme complet pour la
conjonction. Si 6 est injective alors sp(8) est un merphisme complet

pour la conjonction.

Preuve:
(a)} résulte du fait que pour toute famille {BizieI} d'éléments de
(S+B) ettout Be(S+B) on a {JeeS : Ble) gt (OU B, (e))} = OU {}eeS : Ble) et
iel iel g
Bi(e)}.
(b} Juand 6 est déterministe il existe une application f de 8§ dans S
telle que {ve ,e,cS, {6(e,,8,]} <=> {F(sl)=ez}}. Pour e fixé et quand
{eeS : B(e ,e)} n'est pas vide, nous avons wp(8)(ET B,) (e )= {3e.cS : 6(e ,e )
1 oy Sk AN 2 1’72
et (ET Bi(ezll} = ET (Bi(f[el]] = ET {}ezeS : 0(e ,e,) Bt Bi(ez)} =
ieI i¢I 1eI

ET WP(GJ(Bi)(el]. D'aprés 3.1.1.0.2.(d) et 3.1.3.0.4 si 6 est injective
il
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-1 -1
alors 6  est déterministe et sp(0)=wp(8 ) est un morphisme complet pour la
conjonction.

Fin de la preuve.

THEOREME 3.1.3.0.6.
—_——

Quels que soient a, be {(SxS)+B) et B e (S+B) nous avons:
wp(lfp(he.La 04 boal)) (B)
- pr()\a.[wp(a](slﬂx wp(b)(a)])

= U wpb" M wpla)(B))
new
sp(lfp(da.La ou 0obl))(B)
= Ifp(ha.lspla) (B) ou splb)(a)])

= ou sp(b")(spla)(B))
new

Prewve: Posons h=)8.[wp(0)(B)], f=\u.[a ou bea] et
g = da.lwp(a) (B} ou wp(b)(a)] et montrons que hof = geh. En effet soit
ae ((8xS) »B) alors:
hof (%) = wpla ou bea)(B)
= '\91'[}5:'-'5 H [a[&:.e?] oy [t'eu}ie:,sz)] et B(ezl]
= de,.[}e,eS ¢ ale .= ) oy Bls,)] ou
a\a’.[}ez,e]ss } h[E1,eJl a_t_u[a},sz] e_tB(ezlj
wplal(B) ou Aey«[te,<S : ble ,e,) D_uwp(aJ(BJ(e!J]
= wpla)(B) ou wo(b) (wpla)(B))
= gohla)

f, g et h sont des morphismes complets pour 1'union et par conséquent la
proposition 2.5.2.0.8 impligue que h(lfp(f)) = h[luis(f)[k(el.ez).[m])]
='Zuis[g)(h(A(el.ezl.[m])) = Zuis(g)[)[el,ez).[f"ai]) = Ifplg).

Soit <Xn:n5m> 1'itération croissante définie par g et partant de 1'in-

fimum Ae.faux. Nous avons X°=)e.faux et X'=up(a)(B) car wp(b) est inférisu-

n-1 . 1
rement strict. Supposons que X' = 0U wp(b®) (wp(a)(B)). Alors X" - g(x™
i=o
n-1 . n .
= wpla)(B) ou _O_Uwp(b][wp(bl)[wp(a)(ﬂ)]] = O_Uwp(bll[wp[a)[ﬂ)] car
i=9 i=o

w2(b) (wpla)(B)) =wp(bea) (B). Par récurrence finie nous avons trouvé le
terme général de 1'itération et passant & la limite nous obtenons lfplg) =

n-1 . «
X = oucou wp[bllfup[a)(ﬁ])] = U_Uhp(bl)[wp(a)([:')].l
New i=o New
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O'aprés la proposition 3.1.3.0.4 une preuve symétrique s’applique 2 sp.
Fin de la preuve.

Les théoremes 3.1.3.0.3 et 3.1.3.0.6 impliquent 1le:

COROLLATRE 3.1.3.0.7

Soit T e ((SxS) +B), alors
L wplt™) = A8.1fp(Aa.[Bou wplt)(al]) = OU wp(z™)

new
. sp(t™) = M8.1fp(Aa.[Bou sp(T)(@)1) = OU sp(t™
new -

5'11 est facile de calculer wp(lfp(Aa.[a ou bea]))(B) en utilisant la
proposition 2.5.2.0.8 11 n'en va pas de méme de wp(lfp(Aa.la ou aeb]))(B)
car A0.[wp(8)(B)Jeda.[a ou aebl=ha.[wp(a)(B) ou wpla)(wp(b)(B))}] n'est pas la
composition d'une fonction avec Aa.wp(a)(B). Dans ces conditions il est plus
facile d’exprimer wp en utilisant ap pour lequel nous appliqusrons le théo-
réme 3.1.3.0.7. En effet:

wp = 26.{AB.[X8.(}e,eS : B(&,e,) st Ble,))]}
= 28.{XB.[)&.(3e,eS : [}ecS : (e=E) et 8le,e,}] et Ble,111])
= X8.{2B.[A5.(Fe, ¢S : sp(0)(Ae.le=€1)(e,) et Ble,))1}

de sorte que 3.1.3.0.7. et 3.1.3.0.4. impliquent le :

COROLLAIRE 3.1.3.0.8

Soit Te{(SxS)+B), alors
. up(t") = 28.{A8.[3e,eS : Ble,) et Ifb(ha.[Xe.(e=8) ou sp(T)(a)1)(e,} ]}
- ap(t") = A8.{AG.[3e,eS : Ble,) gt Lp(Aaulhe.(e=8) ou up(T) (@)1)(e )]}

Ce résultat montre que nous pouvons indiff&remment mener 1'é&tude d'un
systéme dynamique discret en résolvant une équation "en avant” de type
o = B ou sp(T){e) ou bien une équation "en arridre” de type o = 8 ou wp(T)(a)
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3.1.4 Systémes dynamiques discrets & ensemble d'états partitionné

Nous avons ramené 1'é&tude d’un systéme dynamigue discret ﬂ(S.T,vE,vO.UE]
au probléme de résoudre une équation associée au systdme. Quand 1'ensemble
des états S est partitionné, la partition de S induit une décomposition dir-
ecte de (S+B) et la proposition 2.8.0.1. indique alors comment pesser
d’'une éguation & un systéme d'équations ayant des snsembles de solutions iso-
morphes . Cette décomposition nous permettra d'utiliser diverses techniques
de résolution de systémes d'équations monotones dans un treillis complet é&tu-

diées aux paragraphes 2.8 et 2.89.

DEFINITION 3.1.4.0.1 Systéme dynamique discret partitiomné

Un systéme dynamigue discret partitionné est un tuple
[S.T,vl,...,vn,e,o,g) tel que :
(a) - {n21} et {Vie[1,n], v e(S+>B)}
() - {e,0.8¢01.n]} et {(S,T.v .y
(e) - {veeS, }ie[1,nl: v, (el}
(@) - {vi,3el1,n], VeeS, {v,(e) et vylell = {1-3}}

U,\)E) est un systéme dynamigue discret}

Pour tout iel1,n] définissons :

o, e ((S+B) + (S+B))
= AB.[v, et 8]
a e[&+8)+[o“$*&xn.wn§+ﬂnl

A8.lo (B),...,0 (B)] = AB. Il g (B)
L L i=1 a4

0y 1€ Uo#S»B]m.mUJS+BN > (S+B))

n
= AB.[ QU Bi]
i=1

n
=1
D'aprés 3.1.4.0.1.(c) 0 o0 =AB.[ ngi et B1=AB.B et d'aprés 3.1.4.0.1.(d)
i=1

'l= 0-1 - n -
9,00 XB.oi o} (Bl et vl,...,ﬁn et vl = AB.[\Ji st (;%%Bj 8t vJ)] AB.Bi

de sorte que O est une bijection. Les propriétés de distributivite

Bet (OU B.)=0U(BetB)etBet (ET B,) = EIBQBJ] impliquent que o
ja Jia J Je3 jed
n
est un morphisme complet de (S+B) sur T ci[S-+B). Dans ces conditions
i=1
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les propositions 2.5.2.0.8, 2.5.3.0.3, 2.5.3.0.2 et 2.5.5.0.1 indiguent que
les snsembles des pré-, post- et points fixes de Fe ((S+B) +(S~+B)) sont
complétement isomorphes par ¢ aux ensembles des pré-, post- et solutions du
systéme d'équations :

g i i
i =1,...,n

X, = 0 °Foo.‘(x peeesX )
1 n

.

En particulier pour F=)a.[B ou sp(t)(a)] et F=Aa.[B ou wplt)(al] nous obte-
nons :

PROPOSITION 3.1.4.0.2

Soit n(S,T, v seeesY E,0, £) un systéme dynamique discret partitionné.
Alors Viel4,n], a oAa. [B ou ap(t)(@)]eg” 1 ast égal & :
AMa ,.e00,0 ). [[\) et B) ou ( ou splt,.)la,))]
1 n i— — b RE
Jsgred_r[i]
en notant

vi, jef1,n], V0 € ((SxS) +B), 6, .=Ale ,e }.[v,(e ) et B8(e ,8 ) ot v (ez)]

1] 1772 T e ol ==

Ered,te [1,n]~»2[1'n3

= M. {jef1,n] : (}el,ezes H Tji(el,azll}

Preuve :
0, (B ou ep(T)lc” [a .-...a 1) od  (Vie[1,n], @, €0, {S+B))

= oi(B] ouo (sp(T)(c [v et LRI sta, J]]

n
= 0,(B) su xe .{v (e ) et ep('r)(OU[\: et o, ))(e )}
i _ 14— 2

=0,(8) oude .{v;le ) et QU (ep(T3(vy st a,)(e, 1} (d'aprés 3.1.3.0.5.(a)
3=
= 0,(8) ou ;%i Xe, {}a €S : ayle ) st yJ[al) st tle ,e,) 8t 91(92]}
3 - (d'aprés 3.1.2.0.2)
= 0,(8) = ;%% Aez.{}sles :aJ(e!] st Tji(el,ez)}
= (v, et B) ou o epl(ty,)la,) car {j¢ Erad (1)} = {non[r ile o8, )]}
Jepr ed (1) .

Fin de la preuve.

En remarquant que (‘r1J l=('r-‘]Ji et en utilisant la proposition

3.1.3.0.4 nous obtenons directement la proposition :
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PROPOSITION' 3.1.4.0.3

Soit wi(S.t.v ,...,un.e,c.ﬁl un systeme dynamigue discret partitionné.
1 =
Alors Vie(1.n], ciula.[ﬁ ou wplt)iallec Yoest egal & :

Ma seeena ).[lv, et B) ou ( ou wplt,,)(a,))]
: ws jesuce (1)
T
BN notant
succ € [1,n] » 2“’"1
L * e Ai.{jel1,n] (}el.ezes : Tij(el'ez“}

3.1.5 Propriétés des systemes dynamiques. discrets déterministes

D'aprés les définitions 3.1.1.0.2.(c) et (d) et la prnposition 3.1.3.0.4,
1'étude de wp(r ) quand T est déterministe et celle de sp('r ) quand T est
injective sont symétriques. Cependant, nous n'énoncerons les résultats que
pour les systémes déterministes car les programmes injectifs sont fort rares.
Nous avons vu que wp('l' ) = AB.1fp(Aa.[B ou wplt)(a)d). Nous nous intéressons
maintenant aux propriétés des autres points fixes de Aa.[8 ou wplt)(a)].

PROPOSITION 3.1.5.0.1

Soient W[S.r.v »V .\)E) un systéme dynamique discret déterminists.
B<(S+B) tel que {Ve .8,€8, {B(e ) gt tle, .8, )} = {e =e, 1 et ae(S+B) un
pré-point fixe de Ax [8 ou wp[TJ(X)] alora ap('r )(a) -> a.

Preuve : Montrons tout d'abord que {ep(T)(a) = a}. Pour tout e de S nous
avons sp(t)(a)(e) = {}elss s ale) st tle o)} = {3s S : ale ) gt

[Ble,) gu wp(r)[a)(e 1] et T[el.e)} ‘
Comme d'une part {{B(el] st tle ,8)} = {sl-e}} et d’autre part ™ 6&tant
déterministe {{t[sl.e ) st ‘r(el.el} - {e;e}} 11 vient sp(t)(a)(e) =>

{}e €S : [a(e ) et [el-e]] ou [a(e ) st (e =e)]} => ale) et done

(o ou sp(r](a)] => . Comms a est un post-point fixe de Ax.[a ou ap(r)(x]]
les théorémes 3.1.3.0.5 et 2.5.3.0.2 impliquent que 3p[‘r la) =

Ifp(Ax.[a oy 8plt)(x)]) = a.

Fin de la preuve.
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THEOREME 3.1.5.0.2

Solent T e ((SxS) +B) une relation de transition totale et déterministe
et Be (S+B), alors :
nonfwp(t*)(B)] = gfe(Xa.[non(8) et wp(t)(a)])

Prewve : D'aprés le théoréme 3.1.3.0.7, nous savons que pﬂ[wp(‘t*l(B)] =
nonlZfp(ha.lB ou wp(t){a}]}] = nonllfp(Ae.[non(non(B) st

non{wp(t) (non(pon(a))])] ce qui d'aprés la proposition 2.5.5.0.5 est égal 3
gfp(a.[non(B) et nonlwp(t)inon(al)]). Comme T est totale et déterministe
il existe une fonction totals Te(S~+B) telle que {v¥e,,e,eS, {1le,,8,)}} <=
{?(e J=g,}}. Dens ces conditions non(wp(t)(nonlaM (e, ) = non(non(a(T[e m =
a('t(e )} = wplt)(a)(e,) et donc non[wp(r J(B)1= gfp(xe.Cnon(B) et wp(r)(a)])
Fin de la preuve.

PROPOSITION 3.1.5.0.3

Soient ﬂ(S.T.\) RY .\JE) un systéme dynamique discret déterministe et
¢, Ye(S+B), alor$~
(2) - [ep(t™)($) st wp(t") (v gt ¥}] = aplt"Mwp () v, et ¥} st ]

(b) - [wp( T)(Y) et sp(t™)($)] => wpltIly et splt™)()]

ep(t™)1($) st wplt™)(y)

1fpMa.Lep(t*1(8) et (Y ou wplT)(a))1}
1pOa.[up(t™) (¢) et (4 ou eplt)(a))]}
2fp{Aa.Lap(T™) () st wp(T™) (¥) et (¥ ou wp(T)(a))I}
1fp{ha.[ep(t™) (¢) et wp(t*) (¥) et (¢ ou splt}(a)ll}

(e) -
(d)i =
(e) -
(f) -

"

Preuve:
(a) - Montrons tout d’abord que sp(r ][wp('r )[\) et PI} = wp('t )(v et ).
sv('r )(wp(‘r )(\) et ll;))[e]
= {}e_,e_ eS8, ikzew:r (e ,e) etv (e ) etw(e JetT [e ,el}
12 TS S
. S1 k>g alors T =17
= {}al.ez.eaes. Jk,Rew 2 T (81’83) et T 2’[3 el st v le) et w[ezl
et T [el,e]}
Comme T est déterministe. T'q' 1'est également et par conséquent {e =g},
=> {}e,eS, ik.Rew : e, e,) et v (e,) et ple)} = wplt™)(v_ et \p)(e)
2 g kg Kk Than
+ Si ksg alors.T" = T eT
= {}e,,e,.2,eS, Ik, Rew : T (el.e ) et Vs {e,) et Yle,) st T (el,e )

ﬂ-r!' te,,el}
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Comme T est déterministe, Tk 1'est égalsment et par conséquent {s,-ez}.
Mais d'aprés 3.1.1.0. 1 (h] {v (e,) 8t ¥ [e ,8)} = {a -eg}.
= {1e,eS, Ik,%ew : e e, ] st vyle,) st w[e 1} = wp(r ) (v, st p)(e)
Maintenant,
sp['r*](wp('r*][vc et Y} et ¢)
= ap[T*)(Wp(r*)(vc et ¥)) et sp(t™)(¢) par monotonie -
=> wp(t") (v et ¥) st ap(t") ()
Réciproquement,
wp(t*) vy et ¥) et sp(t™)(9)
= de.{(}e,eS : TV (a,e,) et v (e,) st Yle,)) st (}e,eS : ¢le)) gt (e, 610}
Comme {}e,eS : T*[el.e ] et T*(s ,8,1} = T*or*[e ,8,) = T*[e a8, ]. il vient:
= Xe.{}e €S ¢ (}e €St T (sl.e ) et vy [a ) et w(e ) et ¢[e ) st T (a ,a)}
= sp[r )(up(r 1(v et Vet ¢)

(b) - Montrons que [wp(t)(Y) st sp(t*)(¢) = wplTILY st ep(t™)(¢)].
wplT) (W) et splt™)(¢)
= de:{le,eSt tle Le,) st Ule,)) gt (FoyeS: dle,) gt T*(el,e))}
Comme {}e eS: 1 [e e, ) et tle .ez]} =T °T[el,ez) = T (e .e }, 11 vient:
= Aa.{}e €S: (e, ) et [}e €8St ¢(e et (e e, )) et Tle, e l}
= wplT)Y et sv['r }))

(c) - Seient <X5:65w> et <Y6:65m> les itérations croissantes partant de 1'in-
fimum AB.faux de (S+B) et respsctivement définies par Aa.[y ouwpltlial] et
da.[ep(t™)(9) et ( ou wp(T)(a))]. Nous avons (X° gg_ap(r*](¢]) = AB.faux =

6—1. alors @ L

v®. Supposons que 81 8t sp(T*)(¢]) = Y
X% et ap(r*16)
= oouwp(I X)) et sptr*ri9)
= ¥ ou wpm) X3!y et ap(r*1(4))) et ep(t*1(4)
= p ouwp(1) (X7 et ap(t*)1(61)) et ep(t*1(4) drapres (b) VL
=> (y ou wp(T][Yd_l]] et sp[T*](¢] par hypothése de récurrance et monoctonis

=Y
Alors (x” et op(t™)(e)) = ((0U x*) et sp(t™)(e3) = (OU (X et ep(r™1(8)))
a<w E o<
=> 0U v = ¥ 11 vient :
a<w

st (¢) st wp(t™)(Y)
= sp(1)(¢) et X  d'apres 3.1.3.0.7, 3.1.3.0.5 et 2.7.0.1.
= v 2 1fp0a.Lap(t™)(8) et (¥ pwwplt]al)l)
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= 1fpOa.lep(t*)(9)1) et 1fp(Aa.[¥ ou wp(t)(a)]) car I est monotone,
= ap(t™) () st wp(t*)(y)
Par antisymétrie (sp(t*)(¢) et wp(t*)(¥)) = Ifb(Aa.laplt*)(¢) et
(Y ou wp(t){a))]). (d), (e) et (f) s’obtiennent par des démonstrations ana-
logues.
Fin de la preuve.

3.2 DEFINITION DE LA SEMANTIQUE OPERATIONNELLE D'UN LANGAGE DE
PROGRAMMATION

Nous définissons la sémantigue opérationnelle d'un langage de program-
mation simple qui permet de construire des programmes séquentiels itératifs
comportant des instructions d'affectation et de branchement conditionnel ou
inconditionnel. Nous ignorons volontairement les considérations de métho-
dologie de la programmation (qui conduiraient & choisir un langage de plus
haut niveau que les organigrammes}) ainsi que les problémes posés par la dé&fi-
nition de structures d'information complexes. Il s'agii d'aller & 1'essen-
tiel qui est de montrer comment un programme définit un systéme dynamique

discret.

3.2.1 Syntaxe abstraite des programmes

Un programme a n variables X=Xl,....Xn sera représenté par un organi-
gramme connexe fini comportant un seul noeud d'entrée, un seul nosud de sor-
tie et des noeuds d'affectation, de test et de jonction; ces derniers corres-

pondant aux étigquettes du programme. Par exemple, le programme suivant :
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{1}
X:=f1(X}:
{2}
IL3
{3}
si p(X) alors
{4}
X:=fz[X]s
{5}
allera L;
finsi;
{8}

sera représenté pér le grapheé de pfbétdﬂﬁ?féﬁiVéht :

w

Nous adoptons une présentation intuitive étant admis que les méthodes
de définition formelle de la syntaxe sous contexte dss langakes ds progra-
mation ainsi que lss méthodes de transformation d'une représentation concrite
d*un programme (sous forme de chatne de caractéres conforme & une syntaxe
concréte) en une représentation abstraite (comme les arbres abstraits ou las

organigrammes) sont connues (voir par exemple Lorhof1974]).

3.2.2 Sémantique opérationnelle du langage

3.2.2.1 Ensemble des &tats S

Soit ™ un programme comportant n variables xl,...,xn 3 valeurs dans U

et o peints de programmes (ou arcs de l'organigramma correspondant)
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al,...,aa. Un état eeS est un couple <m,c> ol mel” est 1'état de mémoire et

ce {al,...,aa.erreur} est 1'état de contrdle.

3.2.2.2 Fonction de transition 1

Considérant des programmes déterministes, la relation de transition
T e ((SxS) +B) est définie par une fonction de transition T par
T = A(el,ezl.[T[el)=az].

En notant dom(f) le domaine de définition d'une fonction partielle f,

la fonction de transition T induite par le programme m est définie pour tout

n a =
mell par les schémas de réglas suivants :
-  T{<m,erreur>) = <m,erreur>

=S ! a est point d'entrée d'une instruction d'affectation X:=f(X) dont le
point de sortie est s,, alors en confondant 1l'expression syntaxique f 3
n variables xl,...,xn avec la fonction partielle de Un dans Un qu'elle
dénote, nous avons :

%(<m,al>) = g1 medom(f) alors <f(m),az> sinon <m,erreur> finsi

- Si a est point d'entrée d'une instruction de test p{X) dont les points de

sortie vrai et faux sont respectivement a_ et 8ps alors en confondant

t2

1'expression syntaxigque booléenne p & n variables X ,....Xn avec la fonc-
1

tion partielle de u" dans B={vrai,faux} qu'elle dénote, nous avons :

T(<m,8>) = si medom(p) alors

si p(m) alors <m,a > sinon <m,a_ > finsi

t T
sinon
<m,erreur>
finsi

- 81 al est un point du programme précédant une étiquette L (ou arc d'entrée
d*un noeud de jonction L) et a, est le point du programme suivant cette

étiquette {ou arc de sortie du noeud de jonction L) c'est-&-dire :

{a,} {a,} L6
L: ‘ou allera b; ou {a,}
{a,} = oy51
L {al} y
{a,} allera L;
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alors :

f(<m.a‘>l = <m,a >

Si ay est le point de sortie du programme, alors :

f(<m.ao>l = <m,g >

3.2.2.3 Systéme dynamique discret total, déterministe et partitionné
d&fini par un programme séquentiel

Un programme séquentiel m comportant n variables X ....,X & valeurs
dans U et o points de programme al....,a (ol a. est 19 point d entrée et ag
le point de sortie) définit un systéme dynamique discret total, détérministe
et partitionné W(S.T,vx,....vu.vs.e,o,il en choisissant S et T comme précé-
demment, vE=A<m.c>.(c=erreur] et pour tout i=1,...,0, vi=k<m,c>.[c-a1).

Nous dirons que l'’exécution du programme T pour 1'état de mémoire
initial m,

- conduit & une erreur sémantique si et seulsment si {}m el
T (<ml.a€>.<m2,erreur>)}

- se termine si et ssulement si {}mzeu“ : r*[<ml,ae>.<mz.a°>)}

3.3 SEMANTIQUE DEDUCTIVE EN AVANT - =

Pour faire 1'analyse sémantiqus d'un programme T, c’est-a-dire étudier
le comportemsnt du systéme dynamique discret défini par m, nous caractéri-
sons 1'ensemble des descendants des états d'entrée satisfaisant & une condi-
tion d'entrée ¢<P ol P =(U"+>B). 11 s'agit donc de détérminer
8p(T ][v et é) en notant d=A<m,c>.¢(m). L’ensemble S des &tats étant parti-
tionng, les propositions 3.1.3.0.7 et 3.1.4.0.2 indiguent que sn[r J(v et é)
est isomorphe a la plus petite solution d'un systéme d'équations eémunttques

en avant associé au programme W de la forme :

1(P,))

‘ Py = (v BEV_ et ¢) ou ( oy ap['rJi 3

) J e pred(i}
GO (P 12
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Pour tout 1=1,...,a nous choisirons P e(Un-vB) ce qui est plus simple
que Pi €0, (S+8) = o, (L{a .....au.erreur}xu ']1+B) mais é&quivalent puisque
o, (S+B) et (W" +B) sont isomorphes par l'isomorphisms complet
1 -AB {Am.[B(<m,8,>)]} dont 1'inverse est 1y '=2B.{A<m,c>.[B(mI 1},

Les &tats d’ entrée étant exogénes (3.1. 1 0.1.(g)), 1’ensemble pred(e)
est vide st par coﬁséquent Pe=¢. Pour tout i=ze, le prédicat (vi et ve] est
faux (3.1.4.0,%.(d)} et donc

1P, 1

P T ou ‘i["p(TJi 4 [Py

J e prad(1i)

Il nous faut calculer :

-1
11[5_'?[1'”):(1.1 [PJJJJ
= Ii[ap\Tjil[A<m,c>.[ijmlJl1
- 1£[J\<m=.:=>.{]<m1,cl>es : Pj(m:] _e;tTJi[ m 4C,>,<m o >11]
= Ami.{]<m1.cl>c5 : Poim ) st TJi{<m],h1> <m2_ai>]]

= Am, {Jem ,c >¢8: P (m ] et v (<m ,c.>) et Tl<m ,e& >,<m ,a,>)
i 1 1 1 —— 1 1 — 1 1 2 i

st vi(<mz.ai?)}

J\mz.{]<ml.cl>es : P.m ) gt (¢ =a) gt tl<m ,c >,<m ,a;>)}

A — Ty oy

Amz.{lnnes 3 PJtmx) st r[<ml,aj>?=<m2,ai>}

. Si a est point de sortie d'une instruction d’affectation X:=f(X) alors

pred(i)={j} ot aJ est 18 poinf d'entrée de cette instruction et donc
P, = Amz.{]mles : P (ml) et [(mleAdom(f)] et (<f(m1],ai>-<mz.ai>]]}
= Am, {Im €S : PJ(m,) et m, € dom(f) et F[m,)=mz}
= -affactation(f)(P,)  (par définition de affectation)

3
3 ES ai est point de sortis vrai d'une instruction de test p(X) alors
pred(i)={3j} o aj est le point d’entrée de cette instruction st donc:
P1 = An&.{]mles : PJ(mlJ 8t T(<ml,aj>]=<mz,ai>}

= m, . {ImeS : Pylm) gt (m edom()) et p(m ) et (<m, ,a,>=<m, ,a,>)}
= Amz.(PJ[mz] et (m edom(P)) st plm, 3}
= test(p)(PJ] (par définition de test)

De méme, si ay est point de sortie faux d'une instruction de test p(Xx)

et a, 1ls point d’entrée de cette instruction alors:

]

Pi a tést(ggg(p))(Pj]
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0 Set ay est le point de programme suivant une étigustte précédée par les

pcints de programme aj tels que j ¢ pred(i) alors:

-1
Pl ou 1, flep(t, )1, (P, D]
i epreatyy T 34

= ou )\mz.{}mles : P (ml) ﬂ‘FKml.a

) au 4 >)=<m2,ai>}
j e pred(i)

3

= oy )\mz.{}mlss : Pj(m1] et (<m1,a

>=<m_,a,>)}
je pred(i) =

i

oy P
je p_;__g_d_(i) 4
0 Comme les erreurs & l'exécution correspondent & un arrét du programme,
le programme est sans reprise d'erreur et les états erronés sont stables.
Par conséquent, pour tout i=1,...,0, P1 est indépendant de PE' Dans la ré-
solution du systéme d'équations sémantiques en avant associé au programme,
nous pourrons donc ignorer 1'équation définissant PE qui, éventuellsment,
sera évalud en dernier, si nécessaire, pour 1'application considérée.

Dans ce cas:

-1
P, = W 1 lesplr )0 TP
& j epred(g) & :)3 4 3
= ou am {3m el P (m ) et T(<m ,aJ>]=<m ,erreur>}
j epred(g) ! J 2 2

=P !
€ ou ou  Am [Pj(mzl ﬂmztdom(expr(j])]

T jeatim) -

en notant EE(TI’] 1'ensemble des je[1,0] tels gue aj est le point d'entrée
d'une instruction d'affectation ou d'une instruction de test dans le program-
me T et expr(j), la fonction f de 1'instruction d'affectation X:=f(X) ou le
prédicat p de 1'instruction de test p(X) dont le point d'entrée est aj.

En résumé:

DEFINITION 3.3.0.1. Systéme d'équations sémantiques en avant associé d
un programme et 4 une spéeification d'entrée.

Sopient T un programme comportant n variables & valeurs dans U et o points

de programme & ,...,a_ (ol a_ est le point d'entrée) et une spécification

1 03
G'entrée tbePn = (U"+B). Soient Pl""’Pa des variables & valeurs dans Pn

®

alers l2 8u3t

me d'Ccuations sémantiques en auant P=F“(¢](P1 assocté & (m,0)
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est défini par les régles suivantes:

- S5i ay est le point d’entrée du programme alors Pi=¢

- S5i 3 est 1e point d’entrée d'une instruction d'affectation X:=f(X]) dont

le point de sortie est a, alors Pi=affectation[f](Pj] od

affectation = Af.{AP.[Amz.[}mleUn : P[mlJ et (me dom(f])gg_(m2=F(ml)D]}

- 81 aj est le point d'entrés d’une instruction de test p(X) et a; le point
de sortie vrai (respectivement fEEi’ de cette instruction alors
Piﬂggggtp](PJ] (regpectivement Pi=£§§£(292(pllfp J) o
test = Ap.{AP.[Am.(P(m) st (medom(p)) et p(mI1}

- Si ai est un point de programme suivant une étiquette précédée par les
points de programme a RERRFLITS alors P, = ou P

) iz 2

Nous déduisons de 3.1.3.0.5.(a), 3.1.3.0.7 et 3.1.4.0.2 la

PROPOSITION 3.3.0.2 Propriété du plus petit point fize du systéme

d'équations sémantiques en avant.

L'opérateur F“(¢]sur (Pn]u est un morphisme complet pour la disjonction.
| Le plus petit point fixe (Pl,....Pa] de F“[¢] est tel gue pout tout ief1,al
nous avons

Gl Amz.{}mleun : plm) et T*(<ml,a€>,<mz.ai>)}

PROPOSITION 3.3.0.3 Conjonetion et disjonction de spéet fications d'entréz

AQ.[pr[Fw(¢Jﬂ est un morphisme complet pour la disjonction. Si T est

Linjectif. ¢’est un morphisme complet pour la conjonction.

3.4  TECHNIOUES D'ANALYSE DE PROGRAMMES BASEES SUR LA SEMANTIQUE
DEDUCTIVE EN AVANT

Nous utilisons les résultats du paragraphe 3.3 pour justifier la méthoce
de Floyd et Naur de vérification de la correction partielle d'un programme,
puis, pour étendre cette méthode & la vérification de la correction
totale d'un programme. Nous justifions ensuite le critére de terminaison des

programmes de Katz et Manna. Mous illustrons les technigues d'analyse des
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conditions de terminaison sans Tautes, e non-terminaison et o'Sxscution in-
correcte d'un programme basées sur la sémantique déductive en avant. Nous
-ontrons également comment utiliser la sémantigue déductive an avant pour
caractériser en chaque point d'un programme 1'ensemble des descendants des
états initiaux satisfaisant & une condition d'entrée. Enfin nous montrons
Jue l'exécution symbolique d’un programme consiste & résoudre le systéme d'é-
Juations sémantiques en avant associé au programme, en utlilisant une straté-

zie itérative chaotigue.

3.4.1 Justification de 1a méthode de Floyd et Naur de vérification
de la correction partielle d'un programme

Floyd[1967] et Naur[1966] ont justifié leur méthode de vérification de
correction partielle des programmes, par un raisonnement basé sur la sémanti-

que opérationnelle. La sémantique déductive en avant conduit 3 une preuve

plus élégante.

Soient T un programme comportant n variables & valeurs dans U, a points
de programme al,...,aa (les points d'entrée et de sortie étant respectivement
a, et ao] et Pn=(Un->B]. Une preuve de correction partielle du programme T
pour les spécifications d'entrée ¢ et de sortie Y, consiste & montrer que:

n n * -
{szeu o [}mleu : ¢[m11 et T (<ml.a€>.<m2.ao>]] => [W[mzl]}

Si on peut Znventer F’e(Pn)u qui soit un post-point fixe de Fn[w) et tel
que {Pc => Y}, alors le théoréme 2.5.3.0.2 montre que {pr(F"(¢]) => P} et
done {[pr(Fn[¢)]]o =>P} et la proposition 3.3.0.2 implique que le programme

7 est partiellement correct pour (¢,y) pulsque nous avons:

n * —
Am o {3m el ¢ 5(m ) et T (<m ,a >,<m ,a>)} =¥

En pratique P est spécifié en donnant seulement les invariants de bou-
cle puisgue les autres s'en déduisent en remplagant les invariants de boucle
par leur valeur dans le systéme d'équations.

Nous avons montré que la méthode de Floyd-Naur est valide mais en mé&me
temps qu'elle est compléte, c'est-a-dire (de Bakker & Meertens[1975]), que
si T est partiellement correct pour (¢,¥), il existe toujours Pe(Pn]u permet -
tant de le prouver avec cette méthode, c'est-a-dire de trouver P tel que
{[Fﬂ[¢](P)==> P]E£[F0=»lb]}. D'aprés ce qui précéde, il suffit sn effet ds
choisir P=lfp(Fn(¢]).
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3.4.2. Extension de la méthode de Floyd et Naur & la vérification
de la correction totale d'un programme.

Une preuve dq correction totale d'un programme w pour une spécification

d'sntrée ¢ et de sortie Y, consiste & montrer que:
{ve gt o} = lup(t™) v et ¥}

La proposition 3.1.3.0.8 nous permet d'utiliser un systéme d'équations
sémantigues an avant pour faire cette preuve puisque de maniére équivalente,
i1 s'agit de démontrer qus:

{v, et ¢} = {Xe.[1e,eS : vyle,) st ¥le,) et Ifplha.lle. (e=8)
: ou sp(t)(a)])(e, )]}
c'est-a-dire 3 un isomorphisme prés:

¢ = Am.{im U : [l_fp(Fw()‘m.[m=5])J]_c(ml) et Y(m )}

En particulier, la plus faible spécification d'entrée garantissant la
terminaisoh du programme T est
Am. {3m, ™+ [1#p(F (m. (mem)] tm, )}

3.4.3. Justification du critére de terminaison des programmes
dd 3 Katz et’Manna.

En utilisant nos notations, le critére de terminaison des programmes
donné par Katz & Mannal1976] est le suivant:
"si pour tout Ps(Pn]a tel que P est un ensemble d'invariants du programme T,
on peut montrer que {VmelU”, ¢(m) =$PO(H]}, alors 1'exécution du programme m
se termine pour toute donnée satisfaisant $”. Dans cette formulation, un
invariant Pi au point a; du programme T est informellement défini comme
"une assertion sur les variables qui est vraie des valeurs courantes des va-
riables chaque fois que le point i est atteint durant une exécution commen-
zant dans 1'état initial ®m". La méthode utilisée pour vérifier qu'une asser-
tlon P est un invariant est celle de Floyd-Naur, c'est-é-diré d'aprés le pa-
ragraphe 3.4.1, on vérifieé que P <= Fnllx.(k=E]](PJ. Formellement le crité-

re de terminaison de Katz et Manna est donc:

¢ => Am.Cim el ET(R (m) : P <= F_(hx. (x=m)) (P)}]
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D'aprés le théoréme 2.5.3.0.2, nous obtenons:
ET{P : P <= F Oix.(x=m))(P)} = LfP(F_(Ax. (x=m))

et nous avons retrouvé notre critére.

Katz et Manna ont remarqué que leur critére n'est pas utilisable en pra-
tique puisgu’en géméral il y a une infinité d'invariants associés au program-
me. Il est en effet rarement possible de découvrir la forme générale des

post-points fixes de Fﬂ(kx.[x=5)).

Au contraire,notre critére repose sur ij(F“(Ax.[x=En] qui peut &tre
calculé par approximations successives en inventant le terme général de la
suite, en montrant par récurrence que la forme de ce terme général est bien
choisie et en passant & la limite pour le y-2me terme (théoreme 2.7.0.1).

Ce procédé est évidemment réservé aux calculs & la main et dans bien des cas
le calcul exact n'est pas faisable car 1'invention du terme général de la
suite est trés difficile. Nous donnerons dans les paragraphes 3.4 et 3.6
quelques exemples de résolution exacte des équations sémantiques. Nous étu-
dierons ensuite au chapitre 4 des méthodes constructives d'approximation de

ces solutions exactes.

3.4.4 Détermination des descendants des états d'entrée et des conditions
de terminaison, non-terminaison et d'exécution erronée d'un programme

Considérons le programme suivant, comportant une variable x & valeurs
entiéres comprises dans 1'intervalle [-b+1,b] de définition des entiers sur

une machine:

{1}
tantgque x21000 faire
{2}
X=X+
{3}
refaire;
{4}

Nous supposerons gue o est une constante entiére positive. Par défini-
tion de 1'instruction d'itération "tantque”, ce programme est équivalent au

programme:
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{1}
Lo
81 x21000 alors
{2}
X:=X+03
{3}
sllera L 4
fingi:
{4}

Le systéme d’'équations sémantiques en avant associé & ce dernier program-
me et & la spécification d'entrée Ax.(x=x) est:

= Ax.[x=x]

= test(Ax.[x210001) (P, oy P,)
= affsctation(kx.[x+a]][Fz)

= Eggg(lx.[x<10003)(Pl ou P}

-

o T TV T
w

—

Lféquation définissant P2 est plus simplement:

P, = test(Ax.[x21000]) (Ax.(x=x) ou affectation(Ax.[x+a]) (P,))
= Ax.{(-b+1sxsb} et (1000<x) gt [(x=x) ou
(}y : (-b+isy+osb) st (x=y+a) et P, (y))1}
= Ax.{(1000sxsb) st [(x=x) ou P, (x-a)1}

Le plus petit point fixe est obtenu par approximations successives en
partant de 1'infimum Ax.[faux] (théorame 2.5.3.0.2):

P = Ax.[faux]

P} = Ax.{(1000sxsb) et (x=x)}

P2 = Ax.{(1000sxsb) st [(x=X) pu ((1000sx-usb) et (x-a=x))1}
= Ax.{(1000s%) gt (xsb) gt [(x=X) ou (x=x+ax)1}

‘ Supposons pour le pas d'induction que:

k-1
PY = Ax.{(1000s%) st (xsb) et OU (x=x*jo)}
) =

1
et vérifions que P:* est de la mé8me forme:

PR*! = Ax.{(1000sxsb) et [ (x<X) ou PR ix-a) 1)

= Ax.{(1000sxsb) et [(x=X) ou [(1000<X) st {xsb+a) et

k-1 _
0U (x=x+(3+1)a)) ]}
=0
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K
= Ax.{(1000<x) et (xsb) et OU (x=x+ja)}
j=o
Par induction sur k nous avons trouvé le terme général de la séquence, de
sorte que le plus petit point fixe s'obtient en passant & la limite (théoré-
me 2.7.0.1 et proposition 3.3.0.2):
P = ou P = Ax.{(1000€%) et (xsb) st (3520 : x=eja)}
kew
Les autres composantes s'obtiennent en remplagant P2 par PT dans le systéms

d'équations original ce qui donne:

[PT = Ax.{x=x}

Ax.{(1000¢x) et (xsb) et (}j20 : x=x*jol}
Ax.{(1000sx) et (xsb) et (}321 : x=x+ja)}
oY = Ax.{(x=X) et (-b+1<x<1000}1}

0
i

D’aprés la proposition 3.3.0.2 nous avons obtenu en chague point du pro-
gramme une caractérisation de 1l'ensemble des valeurs possibles de x, au cours
d’une exécution quelconque du programme partant d'une valeur initiale de x

satisfaisant & la spécification d'’entrée ¢p=Ax.(x=x).

Nous avons vu au paregraphe 3.4.2 qus la plus faible spécification d'en-
trés garantissant la terminaison du programme sans conduire & une errsur sé-

mantique est:
s

AI.{}xl : Pf(xll}
= Ax.{-b*1<x<1000}

L'ensemble des états d'entrée condulsant & une errsur sémantique est
caractérisé par:
X Abx s PROx )
= Mx.{dx ¢ [(PY1x) ou P)(x)) st non(-be1sxsb)] ou
[F}(x) et non(-b+1sx+asb)]}
AX{[ (x<-b*1) ou (b<x) gu [{o=0) st (1000sx<b)I}

L'ensemble des états d'entrée pour lesquels le programme ne se termine

pas est caractérisé par:
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A {dx, s Egﬂ(Pg[xll ou P?(XX)J}
= Ax.{(1000sxsb) st (a=0)}

3.4.5 Exécution symbolique

Solent T un programme comportant n variables x=(xl,...,xn] et
x}(xl....,xn] des constantes de Skolem associfes a des éléments indéterminés
mais fixes de U". Nous montrons que 1°’exécution symbolique du programme T
consiste & calculer la plus petite solution du systéme d'équations sémanti-
ques en avant P=Fw(Ax.[¢(;] et (x=x)) (P) associé & m, en utilisant une stra-

tégie chaotigue quelconque (Cousot & Cousot[1977g]).

Soit P°,...,Fn....,Pm une 1ltération chaotique croissante partant de
1'infimum P® de (Pn)a et définie par F“[Ax.(¢(§] et {x=x))) . Chaque terme P:
s'écrit sous la forme :

Ax.{0U [0,(x) et x=E ()1}
Jjea

ol QJ et Ej sont des expressions formelles dépendant de la valaur initiale x

des variables st ol aucuns des variables xl,....xn n'apparait comme varia-

ble libre. Par convention, cette expression se réduit & Ax.faux quand A=9.

Pour démontrer que P; s'écrit sous cette forms, 11 suffit de remarquer

que affectation(f) et test(p) sont stricts et que

- affectation(f)}(Ax.{ OU [(9,(X) et x=E,(x)1})}
———— <k e ==
= Ax.{0U [(Q,(x) et E (X) edom(£)) et x=F(E, (x)]11}
jeb 3 s = J
- test(p)(ix.{0U [Q,(X) ggx=Ej(§1]}l
Jed
= Ax.{0U [(Q,(x) et E,(X) edom(f) et plE,(X))) et x=E,(x)]1}
Jeh 3 === . = J = 3
2 1 =
ou Ox.{ ou [0, (x) et x=E; ()1}
k=1 JKEAK k k 3
= Ax. (0U{[O, (X) et x=E, ()] : j, e u Al
— Jk = Jk Jk k=1 k
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Dans 1l'expression :

P = OU CJ
Jjed

on peut interpréter chaque C, comme décrivantun chemin d‘'exécution de T ou

avec CJ = Xx.{Qj(x] et x=EJ(x)}

QJ(;) décrit les conditions qui doivent &tre vérifides pour qu'une exécution
de T partant de a_ avec 1'état initial x des variables passe par le point de

programme a, avec des valeurs des variables x égales & E x).

i
De fagon équivalente, nous noterons P sous la forme d’'un contexte

symbolique {<QJ(§),(E )l(;],....(E ]n(7]> : j€A} ol # correspond & Ax.[faux].

3 3

Considérons par exemple, le programme suivant :

{1}
tantque x2y faire
{2} '
XI=X-y;
{3}
rafaire;
{4} b

Le systéme sémantique en avant correspondant est :

= {<¥£Ei,§,§5}

G Egigtx(x.y).[xzy]](Pl ou Pl
affectation(k(x.y).[x-y.y])(Pz]
test{Alx,y).[x<y]}) (P, ou P,)

U © T O
"

)

Nous supposerons que le programme porte sur des entiers, (ca_qui apporte la
simplification que x-y est toujours défini).

Choisissant une statégle chaotigue correspondant & 1l'ordre d’exdcution

du programme, nous obtenons les premiers termes de 1'itération :

0 _ -
[Pi =8 (1=1,...,4)

[P: = {<vrai,x,y>}

P} = test(x,y).[x2y]}(P] ou PT) = {<(e2y),x,y>}
[ P; = af¥ectation(k(x,y).[x-y.y]](P;] = {<(Yy),x-y,y>}
| Pl = testO(x,y).Ixey]} (P} ou PU) = {<(xey), X, ¥}
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p? = {<vrai,x,y>}

P2 o= {<(x2y),x-y

2y,y>}

PI = {<Gay),x,y> ., <((x2y) et (x22y)),x-y,y>}
¥ . <(GeY) et (X22y)),%-

| P2 = {<(x<y). X y> . <(x<2y),X-y.y>}

Aprés deux itérations, nous avons construit 1'arbre d'exécution symbo-

lique (Hantler & King[1976]) suivant :

<yrai,x,y>

<(x2y), X,y> <(x<y),%,y>

<((xzy) et (x22y)),%-y .y> <(32y) et (x<2y)),x-y.y>

<((x2y) et (x22y)),x-2y,y> @

Nous avons représenté le contexte symbolique Pi associé au point a; du
programme T, par l’ensemble des chemins d'exécution associés aux noeuds éti-
guetés 1 dans 1'arbre d'exécution symbolique. Nous aurions pu également,
représenter le contexte symbolique Pi par le sous-arbre maximal de 1'erbre
ci-dessus dont les feuilles sont étiguetées i.

I1 est clair que sans hypothéses particuliéres sur x et y, les termes

suivants de 1'itération chaotique correspondraient & des arbres symboligues

de hauteur de plus en plus grande jusqu'd obtenir 1'arbre de hauteur infinie

correspondant a pr(Fﬂ(Ax.(x=;D].
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3.5 SEMANTIQUE DEDUCTIVE EN ARRIERE

Pour faire 1'analyse sémantique d'un programme 7 c'sst-a-dire étudier
le compartement du systéme dynamigue discret défini par T nous avons vu au
aaragraphe 3.1 qu'il faut caractériser 1’ensemble des ascendants des &tats
de sortie satisfaisant & une condition de sortie wePn ol Pn-(u"-+31. I1
s'agit donc de déterminsr wp(‘r*)[\)c et U) en notant Ye=A<m,c>.p(m). L'ensemble
S des états &tant partitionné, les propositions 3.1.3.0.7 et 3.1.4.0.3
indiquent que WP[T*](vO et ¥) est isomorphe & la plus petite solution d'un
aystéme d'équations sémantiques en arridre associé au programme T de la
forme

P, = (v, et (v_st®))oul QU wplr, }P))
: : g Jjesuce(i) 3

"y
"

IRLerares CLTES

Comme au paragraphe 3.3 nous choisirons F{s(Un-*B] plutdt que

Pieci(s-#BJ sachant que 01(5-*8) ot (" +RB) sont isomorphes par 1’isomor-

phisme camplet 11=AB.{Am.[ﬂ[<m.ai>]]} dont 1l'inverse est
=R
y =AB.{A<m,e>.[B(m)]}.
Pour tout i}0 le prédicat (Vi et vo) est faux (3.1.4.0.1.(d)} et donc :

P, = ou 1,Lwplr, 0P, 1]
b yesmeetyy T M
avec

-1
1i[wp[TiJ)(1j [PJ])]

= \i[wp(rijl[}<m,c>.§Pj(mJ])]
=1, [x<m ,c >.{d<m ,c >eS : T (m )}
S Y 29 2/ i h RS

(<m ,c >,<m ,c >) et P
A R

J

>,<m ,c >) st P
i

dm o{3<m ,ec >eS 5 T, ,(<m ,a (m )}
17 22 i 1 2

3

>,<m ,c >) st
PR el

3 1

= .{d<m ,c >eS : v, (<m ,a,>) et T(<m ,a
1 2" 2 S1 101 —_— 104

v, (<m_,c >) et P (m )}
N 2 2 - 2

3

wm {d<m ,c >eS & T(<m ,a,>,<m ,c >) st (c =a
1 2' 72 1771 2'72 T — Ty

;) et Pylm )}

m LHm el Ti<m ,a,>)=<m ,a,> et P, (m )}
1 2 101 20 ) — J 2

Si a, est le point d'entrée d'une instruction d'affectation X:=f(X) alors

suce(i1)={j} od a, est le point de sortie de cstte instruction et donc :

3
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P, = Am .{dm ell” : Tl<m ,a,>)=<m ,a,> et P,(m )}
i 1 2 Ly Ol 2

J J
M . {3m " : (m edom(£)) et (flm )=m ) et P
1 2 1 == TSy

J[mzl}
= dm .{(m edom(£)) gt P, {f(m ))
: 1 1 =" ] 1

= affectatinn-1[f](PJ] (par définition de affsctation-1)

« St ai est le point d'entrée d’une instruction de test p(X) alors

succ(i)={t,f} ol a_ et a, sont respectivement lss points de sortie vrai

t
et faux du test et donc :

P, = QU Am. u": Ti<m ,a,>)=<m ,a,> Pt
LT B m {imze T( m ,ay m .a;> st J(nz)}

= n, =
Aml.{imzeu : [mlsdom(p]) et p[ml] et <ml,at> <m2,at> et Pt(mzl)
ou

>=<m ,a.>
f 2" F

st Pf(mz)}

Aml.{-]mzsun: (m edom(p)) st non(p(m )) gt <m ,a

= xm .{(m edom(p)) et p(m ) et P, (m )}
1 1 o 17— t
ou
M .{{m edom(p)) et noni(p{m )) et Pf[m'l}
1 1 — a— 1

= test(p)(P,) ou test(non(p)}(P.)

. S1 a
kL
lement ou par un branchement inconditionnel), alers succ(il={j} ou aJ st

est un point du programme précédant une étiquette L (séquentiel-

le point du programme sulivant L et donc :
n -
P, = Am . : T(<m ,a,>)=<m ,a,> P
Pi An! {imzeU T( m 8y ) m ,a et J[mzl}

3
= hm . {3m et": <m ,a >etP
1 2 1 =5

>=<m ,a (m )}
A2 2

J J J

<P

Les états de sortie étant stables nous avons :
succ(o) = {j : [iel.azss : TGJ[el.ezJ]}
= ] H B (g 1}
{3+ Qe.eeS: vyle) et Tle ,e ) gt vyle, }

3 | . = )]
gl (iel.ezeS : vc[ell et T(el.ez) et (el ez] st \’j(e2 1

={j: (de S : v le ) gt Tle e ) gt vj(elll}

{0} (d’aprés 3.1.4.0.1.(d)}
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et il vient :

Po= tgtvdﬂl

-1

-1
g (M1 au to[wp('rco)(lU [POJJJ

- ] = -
= (v ] st ) ou Aml.{imzeu : T(<ml.ao>l <m ,a> st Potmz)}

n
(Am. (v (<m,a>)) gt ¥) ou Am .{Im ell : (m =m ) gt Py(m )}
=% ou Po

Enfin les 6tats erronés &tant stables nous aurons PE-PE que nous

pourrons donc ignorer.

En résumé :

DEFINITION 3.5.0.1 Systéme d'équations sémantiques en arridre asgocié
4 un programme et une spéeification de sortie

Soient 7 un programme comportant n variables & valeurs dans ({, o
points de programme al,....aa (ol ay est le point de sortie) et une spéci-
fication de sortie wsPn=(Un-*B).Soient P‘.....Pm des variahles & valsurs
dans Pn. alors le systéme d'équations sémantiques en arriére P-BﬂtwltPJ
associé @ (m,y) est défini par les régles suivantes :

. S5i a; est le point de sortie du programme alors Pi=w
- S a est le point d'entrée d'une instruction d’affectation X:=f(X) dont

le point de sortie est aj. alors P, =affgctation-1(f)(P,) od
affectation-1 = Af.{AP.[Am.((m e dom(f)) st P(f(m)))1}
« S5i a; est le point d'entrée d'une instruction de test p(X) dont les

points de sortie vrai et faux sont respectivement a, et 'a., alors

t f
F’i = test(p)(Pt] ou test(ggﬂ(p]][Pf]

. Si a; est un point de programme précédant une étiquette suivie du point

de programme a, alors P,=P_,

\J i3

Nous déduisons de 3.1.3.0.5, 3.1.3.0.7, 3.1.4.0.3, 2.8.0.2 et de
pr[APa.[w oy Pg]] = pr(APc.[w]J =y la

PROPOSITION 3.5.0.2 Propriété du plus petit point fize du systéme

d'équations sémantiques en arriédre

L'opérateur B"(w) sur(Pn]a est un morphisme complet pour la conjoncticr
et la disjonction. Le plus petit point fixe [P1""'Pa] de Bn[¢) est tel
que pour tout ie[1,a] nous avons :

1 noo*
Py = Aml.{—]mzeu t T (<ml,a >.<m2.a°>) ﬂl])(mz)}

i
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PROPOSITION 3.5.0.3 Propriété d'un pré-point fize queleonque du

systéme d'équations sémantiques en arriére

Soient T un programme st F=B_"[\b][P) le systéme d'squations sémantiques
en arridre associé & (w,y). Pour tout 1=1,...,0 et tout pré-point fixe P
de B"(WJ nous avons :

n +*

Amz.{]mleu wPym st T [<ml.ai>.<mz.aa>l} - 1
Preuve : La proposition résulte de 3.1.3.0.7, 3.1.4.0.3, 3.1.5.0.1 avec
B'[\) at 1-1['1!)] en notant gque tout pré-point fixe de APG.[l')] est également
pré- point fixe de )-P .[P ouy] de sorte que
IO[Bp(('l’ ) 1(1 [P ])] -> Py = e
Fin de la preuve.

PROPOSITION 3.5.0.4 Propriété du plus grand point fixe du systéme
d'équations sémantiques. en arriére

Solent T un programms comportant n variables et o points de programme
8 seeesdy et (Q .....Q ) = gfp(B {AX.vrai)). Alors, ¥ie[1,a], nous avons :
9, - ).m {Vm e, non[‘r (<ml.ai> <m2.erreur>))}
Preuve : Nous appliguons les théoragmes 3.1.3.0.7, 3.1.4.0.3 et 3.1.5.0.2

o

avec B-\Jg. Dans ces conditions non{R) = PH\’:L et la décomposition directe
i=2

de Au.[non[\)gl _gg_wp('r](a]] est précisément Bﬂ[lx.vra:t] sauf pour

1'équation définissant P ce qui n'importe pas puisque les équations
-AX vrai st P =(AX. vrai et P ) ont méme plus grand point fixe. Il vient :

9 =t [non[wp('r Jlvg J)]

= )\ml-{_n_o_rl(wp(‘r )(\)E](ml.ai))}
5 A < >
Aml.{_n_clrl[-](mz.czlss : T [<m1.a1>,<m2.cz>) 3‘5\)5[ m .c, 11}
= Am . {¥m eU", non(t (<m ,a,>,<m_,erreur>))}
1 2 —_— 1771 2 =————

Fin de la preuve.

En accord avec les définitions des paragraphes 3.1.2 et 3.2.2.3 nous

dérivons deé propositions précédentes la
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BROFOSITION 3.5.0.5 Terminaison, non—terminaieon et erreurs sémantiques

d'un programe

!Soient T un programme comportant n variables & valeurs dans et a
noints de programme a;""aa' Une exécution de T partant du point de progran-
ne a; avec 1'6tat initial mel” des variables
'a) - se termine sans conduire & une errsur sémentique si et seulement si
[pr[B“[Aml.y_z_‘_a_:l;J)]i(m)

(b) - se termine dans un état de mémoire satisfaisant & la condition de
sortie We (U" +B) si et seulemsnt si [Z_@[B"(\b)]]i[m) »

(c) - ne se termine pas si st ssulement si {[gﬂatﬂﬂ(ml.ﬂlllitm)
et non ([ZfP[B“(AmI.yLa_il)]j.)[m)}.

(d) - conduit & une errsur sémantigque si et ssulement si

p_co_n_[[gfp[Bﬂ[)\ml.vraiJ ]]i) tm).

Les propositions 3.1.3.0.5 (pour 6-1:*]. 3.1.3.0.7, 3.1.4.0.3 et lo
principe de dualité impliguent la

PROPOSITION 3.5.0.8 Comjonction et disjonction de spécifications de sortie

Soient T un prograrme comportant n varisbles & valeurs dans U et o
points de programme, Pn-(Un.-»B] at P-B"tv\b)(P-) le syst@me d‘'équations séman-
tigus en arridre sssocié & (m,¥). Les fonctions )d,';.,l;lfptBﬂ[#]]] st
Alb.[gfp[Bn[l_l))]] de Pn daqs [Pn)u' sont des morphismes complets pour la c‘on-‘
jonction et la disjonction. A

3.6 TECHNIQUES D°ANALYSE DE PROGRAMMES BASEES SUR LA SEMANTIQUE DEDUCTIVE
EN ARRIERE '

Nous utilisons les résultats du paragraphe 3.5 pour justifier ls
n&thods de Hoars[1868] de vérification de correction partislls des program-
mes ainsi que l'extension de cette méthods par Dijkstra[1976] a‘des preuves
de correction totale. MNous illustrons ensuilte 1'utilisation de la sémantigue
déductive en arrigre pour analyser les conditions dans lesquelles 1'’exé&cu-
tion d'un programme se terminas, ne se termine pas ou conduit 3 une errsur

eémantisue. EnTin ncus nontrons que la sémantique déductive en arridre
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peut 8tre utilisée pour détanninar en chaque point d’un programme 1’snsemble
des états possibles des variables au cours d¢’'una exdcution quelconque du
programme partant d'un &tat initial satisfaisant a une spécification
d’entrée donnée.

3.6.1 Justification de la méthode de Hoare de vérification de la correc-
tion partielle d'un programme

Soient T un programme comportant n variables .2 valeurs dans U at o
points de programme TR et Pn=[Un->B]. Une presuve de correction
partislle d'un programme T pour les spécifications d'entrée ¢ gt de sortie
Y consiste & montrer que :

n n *
{szeu ) [imleu : ¢(m1] et T [<m1.ae>.<mz.aa>)]-°[¢(m 11}

Si on peut Znventer Pe(P e qul soit un pré-point .fixe de B (¢] et tel
qua {o6=>p } alors la proposition 3.5.0.3 montre que T est partiellement
correct pour (¢,¥). La méthode de Hoare est donc valids. Elle est égale-
ment compléte (Cook[1975], Gorelick[1975], Clarke[18771). En effet, st T
est partiellsment correct pour (¢,y) 11 existe toujours Pe(Pn]a permettant
de faire la preuve c'sst-a-dire tel que {{P=> B,"r(w)(PJ} et {¢‘>Pe}}- I1
suffit en fait de choisir P-pr(BWIWJ] puisque la proposition .3.5.0.5.(b)

montre que si ce choix ne convenait pas le programme serait erroné.

3.6.2 Justification de 1a méthode de Dijkstra de vérification de la
correction totale d'un programme

Une prsuve devcorrect;nn tntale d'un programme m pour les spécifica-

tions d'entrée ¢ et de sortis Y consiste & mohtrer que :
n *
,{Hmlsun. [¢[ml)] > Eimzes ST [<ml.ae>,<m2.ag>) 8t w[mz)]}
La proposition 3:5.0.2 indique qu’il s'agit donc de montrer que :
{p = [ifp(e, (¥1)1 )

La sémantique d'un programme ou d'une instruction est donc entidrement
définie si 1'cn sait détsrminer \W.{[Zf?(nﬂ(@))]c}. Par exemple, le schéna
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de programme & n variables X-Xl.....Xn suivant @

tantque p(X) fairas
%:-f[X]x

refaire:
S

. est par définition équivalent au schéma de programme

{1}
Le

{2}
si p(X) alors

{3}
Xs=F(X)3

{4}
allera L;

) finsi;
{s}

Le systame d'éguations sémantiques en arridre associé A ce dernier
schéma de programme et 3 une spécification de sortie i est :

p =P
12

tast(p)(Psl ou test(ggg(p])[PsJ

o
]

P = affectation—1(f)(P“)
P =P

u 2
P o=

La proposition 2.8.0.2 nous permet la simplifigatiqn en ¢

P‘ = tegt(p](a%factafion-1(fl(91}) Su test(ggg[p)](@]
dont le plus petit point fixe est :

P 0U ((test(p)satfsctation=1(£)) etestinon(p))) (¥)
kew

Nous avons retrouvé la régle de transformation de prédicats énoncée
par Dijkstral19767 pour 1'instruction d’itération "tantque®. Bien slr
nijkétra ng parle pas d'équations de point fixe ni de résclution par
approximation successives mais il définit a priori la sémantiqua de la
sSoucle ” antgue' comme suit :
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(1]
Pl {Hkew ¢ I}
ol

I0 = (pon(p) st ¥)
Ik = (p st affectation-1(f)[1k_l]

ce qui est équivalent au résultat qus nous aveons trouvé quand p est défini

pour tout Xsun. puisque dans ce cas ¢
Io = test(non(pl) (Y]

I = test(pl)eaffectation-1(f)(I

K k-1)

= ((test[p)oaffectation‘1[f))kotesttngﬂfp]))[w]

3.6.3. Analyse des conditions de terminaison, non terminaison et d'exécution
incorrecte d'un programme bas€es sur la sémantique déductive en
arridre.

Trés peu d'articles sont consacrés 3 1'étude de méthodes permettant
d'étudier les conditions dans lesquelles un programme est incorrect. La
proposition 3.5.0.5 est 1a base d’une telle étude. Considérons par exsmple
le programme :

{1}
2} tantque x21000 faire
2
X=xX+0}
{3}
rafaire;
{4}

oll x est une variable simple & valeurs entiéres comprises entre b et (-b+1).
Nous supposerons que b et (-b+1) notent le plus grand et le plus petit
entier qu’'on peut représenter sur une maching et que b>1000. Pour simplifier,
nous supposerons que o est une constante entigre comprise entre 0 et b.

Le systéme d'équations sémantiques en arridre A guatre inconnuss
Xx""'xu associé & ce programme est le suivant :
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X = test[kx.[x21000]](Xz] ou test[lx.[x<1000])[X“J

x
[ ]

affectation-1(Ax.[x+al)(X )
X = test[kx.[xz1000])(Xz] ou test(Ax.[x<1000]](X“]

X = Ax.[vreil
“jous pouvons simplifier ce systéme d'équations comme suit :

X = Eggg[kx.[xz1000]][XzJ ou test (Ax.[x<100073 (Ax.{yrai]l)
= Ax.{[thx) et (-b+isxsb) et (x21000)]
ou
[vrai et (-b+tsxsb) st (x<1000)1}
= Ax.{(-br1sxsb) gt (X (x) oy (x<10001)}
X = affectetion-1(Ax.[x+a]][Xl) . o
= Ax.{{-b*1sx+osb]) gt (thx*a) ou (x+a<1000)) gt (-b+1sxsbl}
= Ax.{(-b+13xsb-a) gt (X (x+a) ou (x<1000-a))}

X

Appliquant le théorame 2,8.0.2, nous calculons la plus petite solution de

1'équation définissant X2 par approximations successives @

P: = Ax.{faux}

P: = Ax.{(-b+1sxsb-0) et (faux ou (x<1000-a)}}
= Ax.{(-b+1sx<1000-0)} car (b>1000)

P: = Ax.{(-b*1sxsb-a) et ((-b+1gx+0<1000~a) ou (x<1800<a))}
= Ax.{{-b+1sx<1000-20} ou (~b+1<x<1000-a)}

= Ax.{(-b+1<x<1000-a)}

les itérations ayant convergé, nous avons calculé le résalvant et nous

obtenons :

P = Ax{{rb*1sxsb}) et ((-b+1x<1000-a} ou (x<1000)}}
= xx.{-b+1sx<1000}

~alculons maintenant par approximations successives la plus granda solution

de 1'équation définissant Xi H
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97 = Ax.{vrat}

0! = Ax.{(-b+1sxsb-a) gt (vrai ou x<1000-q)}
= Ax.{-b+1sxsb-a}
92 = Ax.{(-b+1sxsb-a) gt ((-b+isx+asb-a) ou (x<1000-q))}
= Ax.{(-b*1sx<b-2a) ou (-b+1<x<998-n)}
= Ax.{-bt1<xgmax(b-2a,999-a) }

Supposons par hypothése d'induction que :

o'z‘ = Ax.{-b+1sxgmaz(b-ka,999-0) }

alors 1] vient :

0:” = Ax.{(-b+1sxsb-a) st

((-b+1sx+agmax(b-ka,998-a)) ou (x<1000-a))}
= Ax.{-b+1sxgmaz(b-(k+1)a,999-0) }

passant a la limite nous obtenons le plus grand point fixe

02 = Ax.{Vk21, (-b*1sxgmax(b-ko,999-a))}
= Ax.{(-b+1<x<1000-a) ou [¥k21, (-b+1sx<b-kall}
= Ax.{(-b*1<x<1000-a) ou ((-b+1sx<blet(a=0))}

ayent calculé le résolvant nous cbtenons

9, = Ax.{[-b*1sxsb] gt [(-b+1<x+a<1000-a) ou
({-b*+1sx+asgb) et (a=0)) ou (x<1000)1}
* Ax.{(-b+1sx<1000) ou ((-b+1sxsb) et (a=0))}
=P ou Ax.{(-b+1sxsb) et (o=03}

Finalement la proposition 3.5.0.5 nous permet ds déduire que pour une

valeur initiale m de la variable x, le programme considéré

~ se termine sans conduire 3 une srreur sémantique si et seulement si
Pl(m) est vrai c'est-a-dire (-b+1sm<1000],

- ng se termine pas si st seglement si [OlFm) st non(P (m))) est vrai
solt {[(-b+1¢m=b) gt (a=0)1 et [(m<-b+1) ou (2100031} =
{(1000smsb) et (a=0)},

- conduit & une erreur sémantique si et seulement si non(Q,(m)) est vrai
soit {(m<-b+1) ou (bem) pu ((1000sm) et (af0))}.

Ce rédsultat correspond bien & l'intuition parce que le programme n’est

défini que si -b+1<msb. Alors si m<1000 la boucle n'est pas exécutée et ls
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programme se termine. Par contre, si m21000 la boucle est exécutée indéfini-
ment quand g=0 et se termine par une errsur par débordement supSriesur au
cours de 1'addition x+& quand afO.

3.6.4 Utilisatiop de Ta sémantique d&ductive en arri2re pour caractériser
en chaque point d'un programme 1'ensemble des descendants des &tats
initiaux satisfaisant a une spécification d'entrée.

Soient T un programme comportant n variables a valaur? dans U et
o points de programme al,....a dont le point d'entrée ast e . Soit ¢¢P
une spécification d’entrés. Il s agit de détarminer pour tout iel1,0l,

n
Amz.{imleu : ¢(m1] st T (<ml.ae>.<mz,ai>lg
c'est-a-dire :
-_— *
}ez.{}elss t Vele,) gt Gle ) gt T (e .8 ) gt v, (e 1}
en notant,

T=1e

Les propositions 3.1.3.0.8 et 3.1.4.0.3 indiguent que nous pouvons utiliser
un systéme d'équations sémantiques en arridre én calculant :

)\é.{']elsS: Vele) ot Ble ) et 2fp(X6.[e. (a=8) oy wp(1)E8)]N(s ) et v, (2))

c'est-a-direg :

o
— - - = - n
Ami.{i(ml....,mi_l.mi+l.....ma.mele[U ) 2 dlm) et

[pr[kx.[k(ml.....ma).[m!-ml.....ma-ma] ou B"(Ax.vrail[xillleimEJ}

Pour illustrer notre propos sur un exemple trds simple considérons le

programme suivant (ol a est une constante entidre) :

{1}

x:1=a3
{2}

Ls

{3}

xe=x+ty
{4}

allera L;

b Pt Pl bl et e § e B

S A ———

P S S S ey

I b i =



P
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P C——
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Considérant que les valsurs de x sont des entiers, nous devons résoudre le
systéme d'équations en arri2re :

P = Ax.[[xﬁx] ou P, (a)]
P = Ax.[(x=m ) ou P (x)]

o N
P = )\x.[('xi-ﬁ;] ou Pk(x+1]]

P = Ax.[(x=m ) ou P (x)]
by = 23

la plus petite solution est :

P = Ax.[(x=m ) ou (a=m ) ou (m 2a) ou (m 2a+1)]
1 el gl N — "

P o= Ax.[{x=m ) ou (m 2x) ou [m =x+1]]
2 i Ty

P = Ax.[(m 2x) ou (m 2x+1]]
3 —_ "y

P = Ax.[(m 2x) ou (Ehle]
5 ou

Oonc 1'ensemble des descendants des états d'entrée, satisfaisant A la condi-

tion d’entrée ¢ au point {i} du programme, est caractérisé par
Ami.{}[ml,...,mi_l.miﬂ.....m“,me) eN : (b[me) et
[(m_=m ) ou (a=m ) ou (m 2a) ou (m 2a+1)1}
€ 1 = 2 = 3 —_— s
s0it pour ¢=Ax.vrai
AFEI Avrail
Am . {m =a}
2" 2
Am . {m =za}
B

m @ za+1}
b [

3.7 COMBINAISON DE L°ANALYSE SEMANTIQUE EN AVANT ET EN ARRIERE D'UN
PROGRAMME

Soient F"[d:l et B"(q;) les systémes d'équations sémantiques en avant

et en arriére associés & un programme T et des spécifications d'entrée ¢
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et de sortie Y. Au chapitre 5, nous cherchesrons 3 caractériser en chaque
point a; du programme T, l'ensemble des descendants des &tats d'entrée
satisfaisant & la condition d'entrée ¢, qui sont les ascendants des Stats
de sortie satisfaisant 3 la condition de sortie W, c'est-a-dirs qu'il nous

faudra déterminer :
de.{le ,e €S : v (e ) et .(_;(e ) et T (e .e) st v, (e) et T*(s,e J et v (e)
1772 € 1 == 17 = 1 =] —_— 2" = 0 T2
g_t_'ll-i[ez)}
D'aprés les propositions 3.3.0.2 et 3.5.0.2 il s'agit donc, A un isomorphisma

prés, de déterminer :

[pr(F_"[tb)) et Z_fp(BTr[l!JJ]]i

Comme les plus petits points fixes des syst2mes d'Sguations sémantiques
ne sont pas automatiquement calculables (théoréme 2.5.6.0.1), nous chercharons
plus simplement & approcher ces points fixes en utilisant les méthodes cons-
tructives d'approximation de points fixes développSes au chapitre 4. Pour
les mettre en osuvrs, au chapitre 5, nous aurons besoin de la proposition
suivante, qui énonce quelques propriétés de {pr(F"(t!)]) et ZJ‘P('SW(!,'J)J}.

Ces propriétés sont la conséquence immédiate des propositions 3.1.5.0.3,
3.1.5.0.7, 3.1.4.0.2 et 3.1.4.0.3.

PROPOSITION 3.7.0.1
Soit ™ un programme comportant n variables & valeurs dans {l et o
noints de programme. Soient Pn e (" +B) et b, Ve Pn'
{a) - {VPePn. {BN(IPJ(P] et pr[Fﬂ(db]]} =2 B (WP et pr[FTr(gb]J]}
{2p(F_(4)) et I/p(B (61)}
pr(F"{[pr(Bﬂ[tb)lle et o}

o
i
"

fel - = Zfb[)\X.[Zf‘p(FnMJ] et B,n,(\,'l)(X)])

(d) - = LfpOX.[25p(B () et F (6)0OD)
(el - = I OX.LI#P(F (81) et 15(B () gt F (4101

| e = = UpOX.[LP(F_(8)) st IP(B_(W]) et B (W (X)T)
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3.8 NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

De nombreux algorithmes pour analyser des propriétés simples des program-
mes sont basés sur une sémantique opérationnelle (par exemple Kildall[ 19737,
Wegbreit[1975], Cousot & Cousot[1975bJ). Il est intéressant de comprendre
que ces algorithmes consistent en fait, 2 résoudre un systeéme d'équations
associé au programme, ces éguations étant obtenues par simplification des
égquations sémantiques (Cousot & Cousot[1877al). Le passage d'une sémantique
opérationnelle & une sémantique déductive a l'avantage de permettre de
raisonner non pas sur un programme, mais au contraire sur les systémes
d’équations sémantigues associés, ce qui ram@ne le probléme de 1'analyse
sémantique des programmes, a celui, classique en mathématigques, de résoudre
ou d'approcher les solutions d'un systéme d’équations. Par exemple, il
existe treés peu d'algorithmes d'analyse de propriétés de procédures récur-
sives. Une raison possible est que la définition d'une sémantique des
procédures récursives par recopie du corps de procédure & chaque appel
(Wegbreit[1975]) ou par transformation en un programme itératif avec pile
de récursivité (Karr{419751), ne soit pas un bon guide pour 1'intuition. Au
contraire, les raisonnements sur des systémes d'équations (Cousot &
Cousot[1977d]), nous ont permis d'obtenir de meilleurs résultats. Les
difficultés pour étendre la sémantique axiomatique de Hoare[1969] a des
instructions dont la syntaxe est sous-contexte (Clint & Hoare[13972]) offrent
un autre exemple. Dans la sémantique déductive le processus_syntaxigue, pour
construire le systéme d'équations est sous-contexte, mais la justification
de la méthode de Hoare (3.4.1) ne dépend pas de problémes syntaxiques

puisqu’elle repose uniguement sur les propriétés du systéme d'équations.

Le langage que nous considérons pour illustrer nos méthodes d'analyse
sémantique des programmes est simple, mais de complexité suffisante, pour
illustrer notre propos. En fait, le paragraphe 3.1 montre bien que les
méthodes d'analyse sémantique des programmes peuvent &tre étudiées indépen-
damment d'un langage de programmation particulier. C.Pair nous & donné
1'idée d'utiliser la notion de systéme dynamique discret. Elle est ézalement
utilisde par Pnuelil1977] pour formaliser les raisonnements temporels

intervenant dans la vérification de programmes parallgles.
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Pour étendre notre étude a des langages de programmation plus riches
i1 faudreit considérer des structures de données plus complexss (voir par
exemple Ne Bakker(1877al, Finance[19761, Luckham & Suzuki(1978], Pair[19747,
Rémy([1974]1).

Considérant un langage plus riche, la définition de 1la sémantique de ce
langage serait plus difficile et la méthode opérationnelle serait probable-
ment trop lourde pour permettre de déduire simplement une sémantique déduc-
tive. Les méthodes qui pourraient remplacer la sémantique opérationnelle
sont trop nombreuses pour donner une liste exhaustive de références (voir
par exemple Bjgrner(1977a],01977b1). La sémantique calculatoire serait
certainement bien adaptée (Finance(19761), 1a sémantique dénotationnelle
ggalement {Tennent([19771 donne une introduction qui psut &tre complétée
par Stoy[1977]. Milne & Strachey[1977] est 1'ouvrage de référence tandis
que Scott[19768] donne une bibliographie compléte). Noter toutefois pour la
sémantique dénotationnelle qu'il n'est pas nécessaire d'utiliser la technique
des "continuations” (Strachey & Wadsworth[1977], Miinel[19771) pour les bran-
chements inconditionnels tant que le langage ne comporte pas de variables
étiquettes (ni de passage de procédures en paramdtre).

A la suite de Kleene{1952], cette école d'Oxford a introduit 1'utili-
sation de point fixes pour définir la sémantique dénotationnelle des
langages de programmation. L'application aux preuves de procédures récursives
a été immédiate (par exemple Manna, Ness & Vuillemin[1973]. Bisn que ce ne
soit pas nécessaire (Cousot & Cousot[1977e], Milne[18771), 1les techniques
de vérification de orogramnes itératifs sont le plus souvent Justifiées en
considérant les programmes récursifs équivalents obtenus par la transforma-
tion de MacCarthy (8ird(19787, Clarke(19773, Mannal 19747, Vuillemin[1973])
qui est quelquefois appliquée implicitement (de Bakker{ 1977a&]). Il nous
semble que l’emploi de la sémantique déductive est la mieux adaptée 3 la
fols pour justifier les méthodes de vérification de correction partielle
des programmes, les étendre d'une part & la correction totale (ce qui a
déja été fait pour la méthode de Hoare par Nijkstral 1976] et ses suivants
Basu & Yeh[1975], de Bakker[1975], Hehner(1876]) mais aussi a 1'analyse de
Arogrammes incorrects (en particulier pour le domaine de non terminaison,
nrobléme assez peu étudié (Katz g Mannal 18761, Sintzoff[1976a],
van Lemsweerde{19771)) et d’autre part pour justifier ou découvrir des

néthodes d'analyse sémantique approchée des programmes {chapitre 5).
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4. METHODES CONSTRUCTIVES D'APPROXIMATION DE POINTS FIXES
D'OPERATEURS MONOTONES D'UN TREILLIS COMPLET

Soient L(g) un ensemble partisllement ordonné par & et x,yeL. Nous
dirons que x est une approximation inférieure de y si et seulemsnt si xEYy
et dualement que x est une approximation supérieure de y si et ssulement si
Y& Xe 7 : ! 1

Le chapitre‘précédent a montré que l'analyse sémantique d'un programme
revient a calculer les points fixes extr@mes de systémes d’équations asso-
ciés au programme. Le calcul exact de ces points fixes n'étant pas automa-
tisable, nous chercherons plus simplement & les encadrer par des
approximations inférieures et supérisures. C'aest pourquoi nous développons
dans ce chapitre des méthodes de calcul sffectif d'approximations inférisures
et supérieuras de points fixes extrémes d'opérateurs monotones sur un
treillis complet. Dans 1les pafagrabhes 4,1 st 4.3 nous présentons deux
types de méthodes d’approximation qui, en pratique, seront employées
conjointement. Les méthodes d'approximation de points fixes d'un systéme
d’équations présentées au paragraphe 4.3, reposent sur 1'idés de simplifi-
cation des équations 3 résoudre. Les termes & négliger ne peuvent pas 8tre
simplifiés sur des critéres numériques mais uniquement sur des critéres
algébriques que nous ferons reposer sur la notion de fermeture, étudiée
au paragraphs 4.2. Les méthodes d'approximation de points fixes présentées
dans le paragraphe 4.1 sont basées sur 1'idée d'accélérer la convergence
des méthodes itératives exactes du chapitre 2. Il s'agit en somme d'extra-
poler les termes de la suite des itérés pour donner en un nombre fini de

pas une approximation de sa limite.
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4.1 ALGORITHMES ITERATIFS D'APPROXIMATION DE POINTS FIXES BASES SUR UNE
ACCELERATION DE LA CONVERGENCE PAR EXTRAPOLATION

Nous considérons dans le paragraphe 4.1.1 des algorithmes d'approxima-
tion de points fixes extrémes d'un opérateur monotone sur un treillils
complet. Ensuite le paragraphe 4.1.2 raffine sur le cas particulier d'un

systéme d'équations monotones.

4.1.1 Approximation de points fixes d'un opérateur monotone

Pour encadrer un point fixe P d'un opérateur f sur un treillis complet
L nous reprenons les méthodes itératives du chapitre 2 en accélerant la
convergence par extrapolation des termes de la suite des itérés. Pour
éviter d'itérer indéfiniment le long d'un cycle d’éléments non comparables
nous reprenons l'idée centrale du chapitre 2, de construire une suite
d'itérés qui soit une chaine croissante ou décroissante. De plus, nous
considérons une extrapolation supérieure ou inférieure des termes de la
suite, ce qui donne guatre méthodes itératives approchées. Nous montrons
ensuite comment elles peuvent &tre utilisées pour encadrer les points fixes

extrames d'un opérateur monotone sur un treillis complet.

Itération croissante approchée supérieurement

DEFINITION 4.1.1.0.1
Soient L(s,L1,T,[U,/1)} un treillis complet, femon(L+L}, alors une
itération crotssante partant de de L et approchée supérieurement pour f

2st une séquence <x6:65u[L]> d’'éléments de L telle que :

(a) - x® = d

§ §-1 5-1 " §-1 ;
(b} - x 2 x U Ff(x~ ") si 6 est un ordinal successeur st x ¢ poatfp(f)
() - x5 - 1 si 6 est un ordinal successeur et xs-le postfp(f)
{d) - x‘s a g x% si 6 est un ordinal limite

a<é
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THEOREME 4.1.1.0.2
Soient de L{g,1,T,U.M et femon(L~+L) alors une itération croissante

partant de d et approchée supérieurement pour f est une chalne ascendante
stationnaire dont la limite est un post point fixe de f approchant supé-
rieurement Zuzs(Ax.xUf(x))(d).

Prewve : Soit <x6§se u(L)> une itération croissante partant de d et
approchée supérisurement pour f. C'est une chaine ascendante, c'est-a-dire
{véeull), YReu(L), {658} = {x6 ExB}}. Soit &€ (L) quelconque fixé.
Quand B=6 le lemme est vrai car £ est reflexive. Supposons gque le lemme
soit vrai pour tout B tel que 8<B<y<u{lL). Si y est un ordinal successeur
on a x6 ExY-1 par hypothése d'induction. si xy_k postfp(f) alors

><‘s EXY-; Y g '_=.><Y-1 ExY_lLf(xY-I) -4 xY. s1 Yy est un ordinal limite

alors x € U xB e x¥. Par induction transfinie nous avons montré que
B<y
<x6:65 u(L)> est une chaine ascendante qui, par définition de u(L), ne

=x' sinon x

peut pas 8tre strictement ascendante : {Jeeu(l) : (e+1) e u(L) et xE=xt*13,

Comme €+1 est un ordinal successeur xe=x€+last un post point fixe de f

car x£*! ne peut pas 8tre calculé en utilisant la régle 4.1.1.0.1.(b}

puisque x& = x€+1 = xEUF(x®) implique x®=f(x®) en contradiction avec

xE ¢ postfp(f). La régle 4.1.1.0.1.(c) impligue alors gue <x6:6€ ull)> est
stationnaire & partir du rang €. Le théoréme 2.5.3.0.1 impligue que

luts (Ax.xUF (x)) (d)} & x° car x& est uﬁ post point fixe de f plus grand gue d.

Fin de la preuve.

Itération décroissante approchée inférieurement
En appliquant le principe de dualité nous obtenons :

WITION 4.1.1.0.3

Soient L(g,4,T,1,[1) un treillis complet et femon(L+L), alors une
itération décroissante partant de de L et approchée inférieurement pour |

est une séquence <x6:6€ u(L)> d'éléments de L telle que :

d

(b} - %8 = 1 n f[xa_ll si § est un ordinal successeur st xs_lﬂpmefp(f]
8-1
x

(a) - x°

si 6 est un ordinal successeur et xs-le prefp(f)

tey - x5
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(d) - x e 0 x si § est un ordinal limite

THEOREME 4.1.1.0.4
Soient de L(s,.,7,U,MN et femon(L+L) alors une itération décroissante
partant de de L et approchée inférisurement pour f est une chaine descendan-
te stationnaire dont la limite est un pré-point-fixs de f approchant
| inférieurement 1lZs{Ax.x[F(x))(d).

Itération croissante approchée inférieurement

DEFINITION 4.1.1.0.5
Soient L(E,L,T,LLM) un treillis complet st femon(lL+L) alors une

itération croissante partant de de L et approchée inférieurement pour f
est une ségquence <x6:65 u(L)> d'éléments de L telle que :

I[a) -x% = d

i[b) = xs-1 [ x‘s & F(xd-l) u x‘s-1 si 6 est un ordinal successeur
21 - x6 = ux® si § est un ordinal limite

| = a<é§

THEOREME 4.1.1.0.6
Soient de L(g,L4,7,1,M et femon{lL+L} alors une itération croissante

partant de d et approchée inférieurement pour f est une chaine ascendante

dont chaque terme approche luis(Ax.xWf(x))(d) inférieurement.

Preuwve : Soit <x6:65 u(L)> une itération croissante partant ds d st
approchée inférieurement pour f. Montrons que {¥6e u(L), VBe n(L]},

{858} = (XGE xﬁ}}. Supposant § fixé&, la presuve se fait par induction
transfinie sur 8. Si B=§ le lemme est vrai car € est réflexive. Supposons
que le lemme soit vrai pour tout B tel que é<B<y<u{L). Si y est un ordinal

YL e Y par

B

successeur alors xGExY'1 par hypothése d'induction et x

4.1.1.0.5.(b). De médme, si vy est un ordinal limite alors XGE ux® = xY
B<y

Nous avons montré par induction transfinie que <x6:65 u(L)> est une chaine

ascendants.
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Soit <y5'6€u(L)> 1'1tération croissante partant de d st définie par

Ax.xLHf{x). Nous savons que xol y =d. Suppoaons que pour tout y<§ on ait

;yy Si § est un ordinal successeur alors en particuliar x6 L e y‘s 4

donc par 4.1.1.0.5.(b) et monotonie xG s f(x JUx e f (y6 1]Uy6—l = ya.

Si 6 est un ordinal limite on a x6 = Ux'e U yY = y6. Par induction

v<$ v<é
transfinie et le théoréme 2.5.3.0.1 nous avons montré que VWeu(L),
3 & y8 & s OxaxF (X)) (q).
Fin de la preuve.
Itération décroissante approchée supérieurement

En appliguant les principe de dualité, nous obtenons :

DEFINITION 4.4.1.0.7 r
Soient L[E..L,T;U.F]] un treillis complet et femon(L-+>L), alors une
ttération décrotssante partant de de L et approchée supérieurement pour
|est une séquence <x6:65u(L)> d'éléments de L telle que :

i
(@) -x’ =g

;[b) = f(x llf1x £ x6 5 x‘s-1 si 6 est un ordinal successeur

| (o) - x6 = 1 * si 6 est un ordinal limite

L a<é

THEOREME 4.1.1.0.8
Soient de LS4, T,U,M) et femon(L+L) alors une itération décroissante

partant de d et approchée supérieursment pour f est une chaine descendante

dont chaque terme approche LlZs{Ax.x[1f(x))(d) supérisuremsnt.

Le chapitre 2 a montré que les points fixes d'un opérateur monotone f
sur un treillis complet s'obtiennent comme limites d'itérations croissantes
ou décroissantes pour Ax.x[] f(x) et Ax.x[1f(x) (théoréme 2.5.5.0.2). Ayant
défini dans un cadré trés général des méthodes itératives & convergence
accélérés qui permettent d'encadrer inférieurement et supérieurement ces
limites, nous pouvons maintenant présenter des méthodes d’'approximation de

points fixes d'un opératsur monotone sur un treillis complet.
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Remarque 4.1.1.0.9 : Approximation de pointe fizee extrémes d'un opéra—
teur monotone sur un treillis complet

Soit & encadrer le plus petit point fixe Ifp(f) d‘'un opérateur monotone
femon(L+L) sur le treillis complet L(S,L,T,U.M . I1 est toujours possible
de trouver d et Del qui encadrent Ifp(F} car par exemple d=L = Lfp(f) g T=D
et d'améliorer ce résultat car d & Iufs(Ax.xUf(x})(d) = Lfp(f) &

1128 (Ax.xT1£(x)} (D) € D. En pratique nous pouvons approcher ces limites par
n'importe quel terme d’une ité&ration croissante partant de d et approchée
inférieurement pour f (ICAI(f,d)) et d'une itération décroissante partant

de D et approchés supérisurement pour f (IDAS(f,D}) pulsque les th&orémes
4.1.1.0.6 et 4.1.1.0.8 impliguert d & ICAI(f,d)} & Zus(Ax.xLf(x))(d) =
Ifp(f) g 1ls(Ax.xT f(x)}(D) & IDAS(,0) ¢ D. En s'arrdtant aprés un certain
rang dans les itérations la convergence de ces algarithmes d’approximation
peut toujours 8tre forcée.

Pour améliorer 1'approximation supérieure initiale D de Lfp(f) par
les termes de IDAS(f,D}, il ne faut pas franchir les points fixes de f
(c'est-a-dire autoriser le choix d'un terme x de IDAS(F,D) tel que
x € P = f(P) € D) pour la bonne raison qu’il serait alors possible de fran-
chir en particulier Ifp(f), ce qui conduit & une approximation supérieure
incorrecte. Donc si D est plus grand qu'un autre point fixe P de ¥, tous
les termes de IDAS(f,0) sont supérieurs & P ce qui ne conduit pas & une
bonne approximation supérieurs de Ifp(f). Il vaut donc toujours misux
utiliser la limite d’'une itération croissante partant de 1'approximation
inférieure d et approchés supérieurement pour f (ICAS(f,d)). En effet
le théoréme 4.1.1.0.2 implique Ifp(f) = Zuts(Ax.xU f{x))(d) ¢ ICAS(f,d) et
il est toujours possible de forcer la convergence en choisissant des termes
approchés suffisamment grands mais inférieurs a D ce qui garantit que
Lfp(f) = ICAS(f,d) = D. Si la limite de ICAS(f,d) n'est pas un point fixe
de £, i1 est possible de 1'améliorer en appliquant comme précédemment le
théoréme 4.1.1.0.8. En résumé, disposant d'approximations inférieure d et
supérisure D de Ifp(f) nous proposons de les améliorer comme suit :

d € ICAI(f,d} & Lfp(f) = IDAS(f,DMICAS(f,d)) € D
Il est toujours possible de choisir d=i et D=T ce qui donne schématiquement :
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ICAI(F, 1)

poatfplf)

x et f(x) non comparables

Légende ¢

f : opérateur monotone sur le treillis complet L{g,L,T,U,[D
Lfp(+) : plus petit point fixe de
gfp(f) : plus grand point fixe de f

prefp(f) : {xel : xef(x)}

postfp(f) : {xel : f{x)ex}
SSupér‘iEura’ment : ICAS

[ Croissante Approchée H

Itération S | Inférieurement : ICAI

Sﬁupér’ieurement : IDAS
Décroissante Approchée {
1

Inférieurement : IDAI

Dualement, connaissant un encadrement d Egfp(f) €D du plus grand point
fixe de f, nous obtiendrons une meilleurs approximation supérieure de gfp(f)
par un terme quelcongue d'une itération décroissante partant de D et appro-
chée supérieurement pour f (IDAS(f,D)) (théoréme 4.1.1.0.8). Pour obtenir

ung meilleure approximation inférieure de gfp(f), nous calculerons la
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1imite d'une itération décroissante partant de D st approchée inférieure-
ment pour ¥ (IDAL(F,0)) en choisissant tous les termes supérieurs & d
(théoréme 4.1.1.0.4). Si 18 résultat n'est pas un point fixe, il sera
amélioré par une itération croissante approchée inférisurement pour f.
En résumé, nous aurons :

d € ICAI(f,dL IDAI(F,0)) & gfp(f) & IDAS(f,D) £ D
ce qui pour le choix d=1, D=7 donne schématiguement :

TOAS(F,T)

gfp (£} .

Fin de la remarque.

4.1.2 Approximation de solutions d'un systeme d'&quations

L'étude précédents sur les mathodes itératives d'approximation de
point fixes d'un opérateur monotone basées sur uns accélérﬂtion da la
convergence par extrapolation est complétéa dans le cas d’'un aylté¢o d'équa-
tions. Il s'agit de montrer comment 1’'idée d’ extrapolation PQUF;ﬂEF'
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appliquée aux méthodes d’itérations chaotiques (théoréme 2.9.1.0.2) et en
particulier de tenir compts de la structure des équations pour sffectuer

les extrapolations minimales garantissant la convergence.

DEFINITION 4.1.2.0.1 (Graphe de dépendance d'un systéme d'équations

Soit X=F(X) un systéme d'squations od Fe L"(g,4,T,U,N) de la forme :
Ky = F Ry eva ki)

X = F (% penenX )

Un graphe de dépendance associé 3 ce systéme d'équations satisfait aux

conditions suivantas :

- Le graphe comporte n arcs numérotés 1,...,n dont certains sont &tiquetés
"simples" et d'autres "téte de circuit”.

- On dit gue fe (Ln-LJ "dépend de la iéma composante” si et seulement si
{ix!,...,xi.xi.....xns il B f[xl.....xi,....xn) # f[xl,....xi....,xn]}.
Alors pour tous i, j=1,....n 1l'extrémité de l’arc numéroté i est 1l'ori-
gine de l'arc numéroté j si FJ dépand de la iéma composante.

- Tout circuit (Bergel1873], p.8) du graphe passe par un arc étigueté
"tBte de circuit" et le nombre d'arcs "t8ts de circuit” est minimal.

Remarque 4.1.2.0.2 : Choix des tétes de circuits

Considérons le systame d'équations sémantiques en avant associé a un
programme w. Alors le graphe du programme w est un graphe de dépendance de
ce systéme d’équations. Comme t8tes des circuits nous avons montré qu’on
peut choisir n'importe quel membre de la famille des snsembles minimaux pour
1'inclusion de la grille de 1'hypergraphe (Berge[1973, p.404-405]) dont
chaque aréte est 1'snsemble des arcs de sortie des noeuds de jonction appar-
tenant & un circuit élémentaire du graphe de programme. Le choix n'é&tant
pas unique diverses heuristiques de choix ont été proposées dans Cousot &
Cousot[ 1875, p. 40-46]). En particulier quand le graphe est réductibls au
sens d'Allen & Cocke[1972] (et d'apréds Knuth[1971], c'est le cas de 95% des
programmes FORTRAN) les arcs étiquetés "t8te de circuit” sont alors les
arcs de sortie des noeuds de jonction t8tes des intervalles du graphs de
programme.
Fin de la remarque.
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LEMME 4.2.1.0.3 Condition nécessaire et suffisante de convergence d'une
itération chaotique

Soit <x6:65 Ord> une itération chaotique partant de O et définie par
} Fe (W"+L™ et <3%:6¢0rd> (satisfaisant a 1'hypothése 2.9.2.0.1.(a)). Soit
] G un graphe de dépendance du systéme d'équations X=F({X}.
i Pour que la suite <X6:Ge Ord> soit stationnaire il faut et il suffit
Lque la suite <Xi:&e Ord> soit stationnaire, pour tous les i=1,...,n tels que

1'arc numéroté i de G est étiqueté "téte de circuit”.

Le lemme 4.2.1.0.3 montre gu'une itération chaotique quelconque pour
un opérateur quelconque sur L" est stationnaire si et seulement si toutes
les composantes "t2te de circuit” sont stables aprés un certain rang. On
voit donc que pour accélérer la convergence d’une itération chaotique il
suffit de forcer la convergence des seules composantes tétes de circuit.
Au cours des itérations nous utiliserons une seule technique d'extrapola-
tion qui est formalisée a 1l'aide d'opérateurs d’ "élargissement” et
"rétrécissement”. A nouveau nous considérons des itérations croissantes ou

décroissantes avec extrapolation supérieure ou inférieure.

Itération chaotique croissante avec élargissement supéricur

DEFINITION 4.1.2.0.4 Elargissement supérieur

Soit L(g,.,7,U,M) un treillis complet alors Ve {LxL+L)" est dite
opération d'élargissement supérieur si et ssulement si elle satisfait aux

conditions suivantes :

| (@) - {¥x, yel, xijy = xVy}
[B) - Pour toute chaine ascendante :xé:éi w> d'éléments de L, la suite
£ & 5= &
<y i1d e w> définie par yu=x”. y +'=y°?x°+1 est une chalne non stric-

tament ascendanta.

DEFINITION 4.1.2.0.5 Itération chaotique croissante avec élargissement
T supérieur
i Seient L(s,.,T,00,0) un treillis complet et Femon(L"+L™) alors une
| Ltération chactique croissante partant de De L" définte par F, l'élargisse-
ment supériewr V, le graphe de dépendance G du systéme d'équations X=F(X)

je: la suite <85 w> (satisfaisant & la condition 2.9.2.0.1.(a)}) est une
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suite <XG;65 w> d'éléments de L" définie comme suit :
la) - x" =D
& §-1 8- 18 .4,
{b] - xi = X1 LJF1(X )} s8i é>0, ieJ”, 1'arc numéroté i de G est "simple”
et non(F, (x* 1y ex87h)

i-

[e] - Xi = X:-1§ Fi(XG-l) si &0, 1 eJG, 1'arc numéroté i de G est "td&te de
e circuit” et non(Fi(XS—}] EXi-ll

ta) - x5 = 187 si 650 et ((143% ou (F,® hexd™M

THEOREME 4.1.2.0.6 Convergence d'une itération chaotique croissante avec
élargissement supérieur

Soient DeL"(s,L,T,U,M) et Femon(L"+L") alors une itération <X6:65 w>
chaotique croissante avec élargissement supérieur pour F et D est une chaine

ascendante stationnaire aprés un nombre fini de pas et sa limite est un

post-point fixe de F approchant supérieurement Zuzs(AX.XUF(X}}(D).

Preuve :
La suite <X5:65 w> est une chaine ascendante car pour tout i=1,...,n
on a soit X6 = XG—ILJF 0’.X6-1 XG-I) E X"S_1 soit X6 =
i i f A= S = Mt i

o8- 1. 6-1 6-1 §-1 §-1 §-1 §-1 §_,6-1
Ai v Fi(x1 ,....Xn ) 2 Xi LJFi(X1 ....,Xn ) =2 Xi ou enfin xi-xi 0
Soit i quelconque appartenant & {1,...,n} tel que 1l'arc numéroté i de
G soit étigueté "téte de circuit”. Conﬁidérans la suite 60....,6k,... telle
que 6°=0 et pour tout k21 on ait ie 38" tandis que pour tout § tel que
6K.1<6<6k on ait i ¢ JG. D'apres la définition 4.1.2.0.5 nous savons que

k-1 k-1 Kk [3 3 k k
§ 6 "+l BoER) § _ 6 -13 §°-1 N . s _
Xi Xi 5 e = Xi et Xi =Xy v F1(X } ceci implique Xi =
k1. gkt 5
Xi v Fi(X J. Comme <X :6 € w> est une chaine ascendante et Fi est mono-
0 k

tone, la définition 4.1.2.0.4.(b) implique que la suite Xi .....X: Blaes
@st une chaine ascendante stationnaire au bout d’un nombre fini de pas et

par canséquent il en va de méme de la suite <Xg: Sew>.

O'aprés le lemme 4.1.2.0.3 la chaine ascendante <X6 : § € w> est station-

naire au bout d'un nombre fini de pas.

La chaine ascendante <X6: § € w> étant stationnaire aprés un nombre €

de pas, on sait que pour tout i=1,...,n il existe d'aprés la définition de
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J6 :dew> un Sew tel que 6> et 1¢ J6 avec X° = X6_1 = Xs. Dans le calcul

de Xi on ns peut pas avoir appliqué les régles 4 1. 2 0. 5 (b) ni 4.1.2.0.5.(c)

car Xi = Xi LlF (X et X: = Xi ! implique F(X ]EX = en contradiction
avec nen(F, " }] i }. De méme X6 = i 15 Fy oY et x - x&-1 implique
xi"=xi1vmx y2x3ur, %Y sott x‘“ X7 ur, %7 en
contradiction avec~ggn[Fi[X ] Exi 1]. Bn a donc appliqué la régle

1
4.1.2.0.4.(d) pour cbtenir Xi et comme i€ J6 on avait Fi(X ) =X6 . Nous

en déduisons gque XE est post-point fixe de F plus grand que D, c est donc
une approximation supérieure de luzs(AX.XLIF{X))(D).
Pin de la preuve.

Remarques 4.1.2.0.7 Sur la rapidité de comvergence et la précision des
régultate

(a) - Quand le point de départ D de 1'itération chaotique est un pré-point
fixe de F alors la régle 4.1.2.0.5.(b) peut 8tre simplifiée en
x§ar .

(b) - La convergance ne dépend pas de 1'ordre d'itération (c'est-a-dire du
choix de <J5:Ge w>) mais la rapidité de convergence en dépend. Da
plus gquand 1'élargissement n'est pas monotone, la précision du
résultat dépend Sgalement de 1'ordre d'itération.

(c) - On peut, dans la régle 4.1.2.0.5.(c), choisir & chaque fois qu'ells
est utilisée un élargissement supérisur différent 96 ?el que
{¥x,yel, ¥8ew, xUy & xﬁsy} et pour toute suite <x6:5éu> d'éléments

8 0,0, 81 . Bg8el 8el

de L la suite <y :§ew> définle par y = x , ¥y est

une chalne non strictement ascendante.

(d) - Dans la régle 4.1.2.0.5.(c) 1l'élargissement permet une extrapolation
basée sur deux itérés consécutifs, nous avons donc choisi une méthode
itérative & pas séparés. Il est &galement possible de baser 1'extra-
polation sur tous les itérés de rang strictement inférieur & § ou de
choisir une méthode & pas liés utilisant les itérés de rangs §-1, ...,
§-p.

(e) - Soit MclL tel que F(M g i". Quand DeM st Zuis(AX.XUF(X))(D) €M
il est possible de trouver une approximation supérisure de
Tuts (AX.XUF{X)) (D) dans M en utilisant une itération chactique
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croissante avec un élargissement supérieur v tel que ¥x,yeM,
(x¥ yleM.
Fin des remarques.

! Itération chaotique décroissante avec élargissement inférieur
Appliquant le principe de dualité, nous obtenons :

DEFINITION 4.1.2.0.8 Elargissement inférieur

Soit L(s,4,7,U,/) un treillis complet alors Ve (LxL+L) sst dite
opération d'élargissement inférieur si et seulement si :
{a) - {¥x, yelL, xVy s xMyl.
(b) - Pour toute chaine descendante <x6:65 w> d'6léments de L, la suite
<y6:6s w> définie par y°=xo, y6”=y61x6"1 est une chalne non

strictement descendante.

DEFINITION 4.1.2.0.9 Itération chaotique décroissante avec élargissement
inférieur
Soient L(s,L,7,lL7T1) un treillis complet et Fe mon(L" L"), alors une
{tération chaotique déeroissante partant de De L” définie par F, l'élargis-
agment inférieur VU, le graphe de dépendance G du systéme d'équations

X=F(X) et la suite <)°i16ew> (satisfalsant & la condition 2.8.2.0.1.(a))

est une suite cxﬁaﬁ € w> d'éléments de L" définie comme suit :

fa) - X" =D

(b) - X, = Yi AFE, ") st 650, {¢ JG, 1’arc numéroté i de G est "sim-
i ple* at non0X$ e F, x%7'))

(e - X{ = xi" v Fi[xé_LJ si 60, ieJ°, 1'arc numéroté i de G est "t8te
de circuit® et non[Xi_lE F.(Xs_l)]
tay - x8 = x81 s1 0 et ((143% ou 08 Ter, M)
% " B = ° =My =Ny

THEOREME 4.1.2.0.10 Convergence d'une itération chaotique décroissante
f b . .
‘ avec élargissement inférieur

Soient D¢ L"(e, 1,710 et Femon(L"+L™) alors une itération chaotique
décroissante avec élargissement inférieur pour F et D est une chalne des-

cendante stationnaire aprés un nombre fini de pas et sa limite est un pré-
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point fixe de F approchant inférieurement 11Zs{AX.XMF{X)) (D).

Itération chaotique croissante avec rétrécissement supérieur

DEFINITION 4.1.2.0.11 Rétréeissement supérieur

Soit L[E,L.T.U.ﬂ] un treillis complet alors Ae (LxL+L) est dite
opération de rétrécissement supérisur si et seulement si :
ta) - {¥x,yel, x € xdy & xUy}
(b} - Pour toute chaine ascendante <x6:65 w> d'éléments de L, la suite

<y6:de w> définie par y°=x°, y6+1=y65x6” est une chaine non

strictement ascendante.

DEFINITION 4.1.2.0.12 Itération chactique eroissante avec rétrdcissement

supérteur
o~ F pEEai -~ n n 2
Soient L_'[E,J.,r,LJ..I] un treillis complet et FemonlL '+L") alors une
{tération chaotique croigsante partant de De L définie par F, le rétré-
eissement supdrieur L, le graphe de dépendance G du systéme d'équations
&
X=F(X) et la suite <J :dew> [satisfaisant 3 la condition 2.9.2.0.1.(a))

M -] = n Sy = 2
| @st une suite <X :6€w> d'@léments de L définie comme suit :

(a1 -x%=o
[ by - %% - X U Filxé_l] si 650, 1€ 3%, 1'arc numéroté 1 de G est
A "gimple”
(e) - Xj = Xy ‘2 Fitx‘s'll si 650, 1€ 35, 1'arc numéroté i de G est "tate
de circuit” p
ch-] <5 Ry si 650 et 143"

THEOREME 4.1.2.0.13  Convergence d'une itération chaotique croissante avec
rétrécigsement supérieur i
Soient De L”(g,L,T,U,M) et Femon(L">L") alors une itération <X6:Gew>
chaotique croissante avec rétrécissement supérieur pour F et D est une
chaine ascendante stationnaire aprés un nombre fini de pas dont chaque
terme approche luza(AX.XJF(X))}{D) inférieurement.

Preuve : La preuve gus <X6:6 ¢ w> est une chaine ascendante stationnaire
est tout & fait similaire & la preuve donnée pour le théoréme 4.1.2.0.6.
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Chague terme de 1l'itération chaotique <Y6.5€ w> partant de D st définie
par AX.XUF(X) et <J5:Ge w> sst supérieur ou égal au terme correspondant de
%8¢ w>. En effet X = YO = 0. Supposons X 1ev®l, s1 1¢3% alors
X6 = X(‘S-l e Y‘s_1 ='Y6. Si i€ J alors si 1’arc numéroté i de G est "simple”,
§ -1 -1 6-|;JF_[T5—

an a Xi = X uFitX ] EY 1) car F, est monotone sinon l'arc
numéroté i de G est "t2te de circuit” auguel cas X© = X?_la Fitxo_ll s
i

xi_luFiixE"i] 5 ‘rE'luFi{va'll par la condition 4.1.2.0.11.(a), hypothése
de récurrence et monotonie. Par récurrsnce sur § on a Xﬁg Yé pour tout §€ w.

De plus on sait que <Y6:55 w> est une chalne ascendante et que
vY £ Zuta(AX.XUF(X)) (D), par conséquent pour tout Sew on a blen
x® & Tuis X.XUF (X)) (D).

Fin de la prewve.

3

1

mn

Remarque 4.1.2.0.14 : Les remarques 4.1.2.0.7 peuvent &étre reprises pour
une itération chaotique avec rétrécissement supérieur, en particulier quand
D est un pré-point fixe de F la condition 4.1.2.0.11.{a) peut étrs remplacée
par {¥x,yel, {xEy} => {xexAycy}} tandis que la regle 4.1.2.0.12.[b)vse
simplifie en Xi = Fi[X6~1]. On retrouve alors les conditions (duales) de
Cousot & Cousot[1377al.

Fin de la remarque.

Itération chaotique décroissante avec rétrécissement infériewr

En appliquant le principe de dualité nous obtenons :

DEFINITION 4.1.2.0.15 Rétrécissement inférieur

Soit L(&,1,T,U.M) un treillis complet alors Ae {LxL+L]} est dite
opération de rétrécissement inférieur si st seulement si :
(a) - {¥x,yel, xMy e xAy e x}
| {b) - Pour toute chaine descendante <x6:55 w> d'éléments de L la suite

<y6:65w> définies par y0 = xo. y6*1=y6§-x6"1 est une chaine non

L strictement descendante.
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DEFINITION 4.1.2.0.168 Itération chaotique décroissante avee rétrécisse-
ment inférieur
soient L"(g,1,7,0.M) un treillis complet et Femon(L"+L™) alors une
itération chaotique décroissante partant de De L" définie par F, le rétré-
| cissement inférieur A, le graphe de dépendance G du systéme d'équations
X=F(X) et la suite <J6:6€ w> (satisfaisant & la condition 2.9.2.0.1.{a)) est

| une suite <X6:Gs m; d’éléments de L d&finie comme suit :

(@ -x%=0p
| b) - Xg = Xi-1F1Fi(X6_1) si 60, 1e 12 B e numéroté i de 6 est
I "simple”
§ _ ,6-1 6-1 § 4
| (e) - Xi = Xy .AFi(X } si 80, 1e€J” et 1'arc numéroté i de G est
"téte de circuit”
§ §-1 é
(d) - Xi = Xi si >0 8t 14J

THEQREME  4.1.2.0.17  Convergence d'une itération chaotique décroissante
avee rétrécissement inférieur

soient De L"(g,L,7,U,M et Femon(L"+L™ alors une itération chaotique
décroissante avec rétrécissement inférieur pour F et D est une chatne
descendante stationnaire aprés un nombres fini de pas dont chaque terme
_approche 1178 (AX.XM F(X)) (D) supérieursment.

Les divers résultats précédents utilisés avec la remarque 4.1.1.0.9
nous permettent maintenant d'approcher inférieursment et sﬁbérieurement les
solutions extrémes d'un systéme d’'éguations monotones sur un treillis

complet.

Nous avons choisi de formuler les méthodes itératives d’approximation
de points fixes basées sur une accélération de la convergence dans dﬁ 6antex-
te trés général. En particulier la notion d'extrapclation a &té formalisée
en ne retenant que des hypoth&ses minimales qui ne permsttent pas d'appor-
ter une réponse conceptuelle aux problémes de meilleur choix des opérations
d'élargissement et rétrécissement tant au point de vue de 1'efficacité des
calculs qu'a celui de la précision de 1'approximation. En fait un bon choix
de 1'extrapolation doit tenir compte des propriétés particulidres des
treillis et systémes d'équations considérés comme le montre le chapitre 5

sur guelques exemples pratigues.
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4.2 FERMETURES SUR UN TREILLIS COMPLET

Les algorithmes d'approximation de solutions d'un systéme d®'équations
monotones sur un treillis complet, basés sur une simplification des équa-
tions, reposent sur ls fait que pour approcher supérisurement (respective-
ment inférisurement) le plus petit point fixe de femon(L-+L), il suffit de
trouver g tel que f&g (respectivement g& f) de sorte que le plus petit
point fixe de g soit calculable ou approximsble supériseurement (respecti-
vement inférisurement) car Lfp(f) & lfp(g) (respectivement Ifplgls Lfp(f)).
En particulier, on peut construire 1'approximation g de f en utilisant une
opération de fermeture sur L qui permet de restreindre 1'espace des pro-
priétés des programmes & un sous-espace modélisant les informations que
1’on veut rassembler sur les programmes tout en éliminant les informations
que 1l'on choisit a priori d'ignorer.

4.2.1 Définition, caractérisations et propriétés des fermetures

Rappelons les dé&finitions des fermetures supérieures et inférieurss

énoncées au paragraphe 2.3 :

DEFINITION 4.2.1.0.1 Fermeture supérieure (Moore[19101])

Soit L(E,1,T,U.M un treillis complet. Un opérateur p de L est une
fermeture supériesurs si et seulement si :
(a) - p est monotone {¥x,yel, {xsy} => {p(x)eplyl}}
(b) - p est extensive {¥xel, xgp(x)}
| (e - p est idempotente {Vxel, plx)=plp(x))}

DEFINITION 4.2,1.0.2  Fermeture inférieure

uUn opérateur p de L(g,4,T,U.[N} est une fermeture inférieure si et

seulement si p est monotons, réductive {vxel, plxle x} et idempotents.

Ces deux notions é&tant dualses, nous étudierons plus particuliérement
les fermetures supérieures. flous commengons par rappeler quelques défini-

tions des fermetures supérieures équivalentes & la définition classique
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4.2.1.0.1.

CARACTERISATION 4.2.1.0.3 {Monteira[ 1845])

pe (L+L) est une fermeture supérieure si et seulement si {Vx,yel,
yUplylUplp(x)) 2 plxUy)}.

CARACTERISATION 4.2.1.0.4 (Isekif1951])

p e (L+L) est une fermsture supérieure si et seulement si {¥x,yel.,

| xUplp(x)] g plxUy)}.

CARACTERISATION 4.2.1.0.5 (Morgado(1962b])

pe (L+L) est une fermeture supériesure si et ssulement si {¥x,yel,
{{xeply)} <= {p{x)zply)}}}.

CARACTERISATION 4.2.1.0.8 (Morgadol 186551),

pe (L>L) est une fermeture supérieure si et seulement si {Vfe (L+LJ,
{{xx.xsf} = {Ax.xcpopcpofl}}.

CARACTERISATION 4.2.1.0.7 (Morgadol 1965b1)
—

pe (L+L) est une fermeture supérisure si et seulement si {¥fe (L-> L),
| {{xx.xgpef} <= {pgpofll}.

PROPOSITION 4.2.1.0.8 {Ward(1942])

Une fermeture supériesure p de L(g,1,T,U.M) est un quasi-morphisme
complet supérieur c'est-a-dire {vSclL, p({US)=p(Up(S)) etMp(S) = p(Np(S))}.

4.2.2 Caractérisation d'un sous-ensemble d'un treillis complet comme
image de ce treillis par une fermeture supérieure

Les théorémes 2.3.0.1 st 2.3.0.3 dus & Ward montrent que 1'image d’un
treillis complet par une fermeture supérisurs est un treillis complet. Réci-
proguement Monteiro et Ribeiroc ont étudié les propriétés des sous-ensembles

d'un treillis complet qui peuvent &tre repésentés comme image de ce treillis
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par une fermeture supérieure. Nous rappelons et complétons leurs résultats.

THEOREME 4.2.2.0.1 Monteiro & Ribeirao[1942,th.5.2]

Soit L(g,L,T,U,M) un treillis complet. Un opérateur extensif p de L est
| uniquement déterminé par 1'ensemble de ses points fixes si et seulement si

[_p ast une fermeture supérieure de L.

DEFINITION 4.2.2.0.2 Partie de Moore inférieure

Soit L(g,.,T,U,M un treillis complet, nous dirons que Mc L sst une
partie de Moore inférieure de L si et seulement si pour tout x de L 1'en-
| semble {yeM : xsy} n'est pas vide et admet un plus pstit élément.

_LEMME 4.2.2.0,3 Caractérisation d'une partie de Moore inférieure

Soit Lig,4,T,U,0) un treillis complet alors Mc L est une partie de
Moore inférieurs de L si et ssulement si :
(al - {TeM}
| (b) - {¥seM, (MS]eM}.

Prewve : Soit MclL tel que {TeM} et {¥ScM, ([1S)e M} alors pour tout x
de L 1'ensemble M'={ye M : xsy} n'est pas vide (car Te M) et admet un
plus petit élémentlM' (pour tout y de M', (MM')ey et (MM")eM').
Réciproguement soit M une partie ds Moore inférieure de L. Pour Tel
1'ensemble {yeM : TEy} n'est pas vide donc il contient Te M. Soit Sc™
tel que ([1S) € M. Considérons M'={ye™M : (1S} gy} et soit y, le plus petit
élément de M'. On a yoel"l' et donc (MS) SVqy- Mais Sg M’ donc y, E (NS) et
par antisymétrie y,=(MS)eM' cM, en contradiction avec (NS)¢M. Par
1'absurde, on a {¥Sc M, ({1S5)e M}.
Fin de la preuve.

THEOREME 4.2.2.0.4 Monteiro & Ribeirec[1842,th.5.3]

Spient L(=,1,7,d,/1) un treillis complet et Mg L. Alors il existe une
fermeture supérieure de L telle que p(L)=M si et seulement si M est une

| partie de Moore inférieure de L {auquel cas p=ix.M{yeM : xEy}}.

THEOREME 4.2.2.0.5

Soient L(g,L,T,U,) un treillis complet et Sc L. La fermeture supérieure
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p de L telle que p(L) est la plus petite partie de Moore inférieure contenant
[S est p=Ax.{ye (Su{T}) : x=yl.

Preuve : Montrons tout d'abord que p est une fermeture supérieure :

- ¥xel, xe[1{ye(Su{T}} : x=y} donc p est extensif.

- 81 xe2z alors Wye (Su{T}), {z=y} implique {x=y} donc
M{ye(su{T}) : x'sy} & Nye(Su{t}) : 2 =y}, ce qui montre la monotonie.

- Soit ye(Su{T}) tel que xcy. Alors (M{ze(Su{T}) : xcz}) & y et donc
MNiye(su{t}h) ¢ (N{ze(Su{Th : x=z}) sy} e M{yelsu{ThH : xey} soit
plp(x)) =p(x), de plus plx) Eplp(x)) et donc par antisymétrie p est idem-
potente.

Maintenant :

- Pour tout xeS, p(x)=x donc ScplL).

- Seit 6 une fermeture supérieure telle que S<@(L). Yzep(L), dyel tel que
z = ply) = Nixe(Su{T}) : yex}. Soit R = {tel : 8(tle(Su{TH}. On a
z ={1{e(t) : yeo(t) et teR} qui est 1'intersection d'&léments ds 6(L)
et donc d'aprés 2.3.0.1 ze 8(L). Nous concluons p{L) < 6(L}.

Fin de la preuve.

4.2.3 Treillis des fermetures supérieures d'un treillis complet et treil-
1is des espaces induits

Les fermetures supérieures d'un treillis complet L sont partisllement
ordonnées par 1l'ordre défini par les opérateurs de L c'est-a-dire
{pen} <= {¥xel, p(x)enix)}.

PROPOSITION 4.2.3.0.1 Caractérisations de L'ordre sur les fermetures
supérieures (Ore(1943])

Soient p et n des fermetures supérieures de L, alors :
tal - {p;=p,} <> {¥xel, {py(x)=x} => {p, (x)=x}}
(B} - {py 0y} <= {p,(LIcp, (L)}
(el - {oy2p,} < (p,°p,20,} <= {0,0p,=p,}

Il est bien connu que l’ensemble des fermetures supérieures d'un

treillis complet est un treillis complet pour 1'ordre € défini ci-dessus :
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PROPOSITION 4.2.3.0.2 Treillis complet des fermetures supérieures d'un
tretllis complet (Ward[18421])

Soit L(%,L,T,U,0) un treillis complet. L'ensemble R des fermstures
supérisures de L est un treillis complet (g, Ax.x, Ax.T, AS.MM{neR :
{voes , penll, M.

Nous donnons maintenant une version constructive de ce théorsme en
utilisant notre version constructive du théoréme de Tarski (2.5.5.0.1).

LEMME 4.2.3.0.3 Treillis complet des opérateurs extensifs d'un treillis
| complet

Soit ext = Af.{(xx.xLjf(x)). Alors ext est une fermeture supérieure
de L+L et pour tout fe (L+L), ext(Ff) est le plus petit opérateur exten-
1 gif de L plus grand ou égal & f. L'ensemble ext(L-L) des opérateurs
Lextensifs de L est un treillis complet (=, Ax.x, Ax.T, U, [1).

Preuve : Un opérateur de L est extensif si et seulement si ext(f)=f. On
vérifie que ext est une fermeturs supériesure de L-+L. De plus ext est un
morphisme complet pour l'union et par conséqusnt ext(L-L) est un sous
treillis complet de L+L (théoreéme 2.3.0.3). L'infimum de ce treillis est
ext(Ax.L) * AX.XLlL = AX.X.

Fin de la preuve.

LEMME 4.2.3.0.4 Tretllis complet des opérateurs monotones et extensifs
d'un treillis complet

- moneext = extemon est une fermeture supérieure de (L->L)
= mon(L=+L)next(L+L) = moneextil+L) = extomon(L-+>L) est un
sous-treillis complet (2, Ax.x, T, U, 1) de (L-+L}

Preuve : Comme & est réflexive, pour tout fe(L+L) et xelL on a x &
LU{yUfly) : yex} et par conséquent monlext(f)(x) =LI{yUfly) : yex} =
xU{yUFly) : yex} = U{xUylUfly) : yex} =U{xUfly) : yex} = x U
(U{fly) : yex}) =extlmon(f)(x). moncext est composition d'cpérateurs
monotones et extensifs (2.4.0.3, 4.2.3.0.3) et par comséquent monotone et
extensif. Comme mon et ext commutent et sont idempotents, moncext est idem-

potent. moneext est une fermsture supérieure de (L-+L) gquli est un morphisme
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complet pour 1l'union et par conséguent monoext(L~+L) est un sous-treillis
complet (2, moneext(1)=Ax.x, T, LI, M) de (L+L) (théoréme 2.3.0.3}. Aussi
¥fe (L+L), (femon(L+L) next(L+>L)) <= (mon(f)=f et ext(f)=f) <=
{(f=monlext(f)) <= (f emonecext(L+L)).

Fin de la preuve.

THEOREME 4.2.3.0.5 Treillis complet des fermetures supérieures d'un

tretllis complet

Soient Llg, 1,T,U,M) un treillis complet, idem = Af.luis(Ag.gog) (f) et
fers = idemecextomon = idememoncext. fers est une fermeture supérieurs de
(L+L) et pour tout fe (L+L), la plus petite fermeture supérieure de L
plus grande ou égale & f est fers(f). L'ensemble fers(L~+L) des fermetures
supérieures de L est un treillis complet (=, Ax.x, T,AS.fers({!S)=
AS.luis(Ag.geg) (LISY, M.

Preuve : D’aprés la définition 4.2.1.0.1 1'ensemble de toutes les fermetures
supérieures du treillis complet L est 1'ensemble des éléments de (mon(L~+L)
n ext(lL~L)) qui sont idempotents c'est-a-dire points fixes de Ag.geg.
Ag.gog est un opérateur monotone de (mon(L-+L) next(L~+L])) car si fcg alors
femon(L+L) implique fofe fog et comme foge geg on a fofe gog. De plus
fp(ig.gog) = postfpl{Ag.geg) car si f e postfplig.g g) alors fofc f et
feext(L+L) implique Ax.xc f de sorte gue femon(L+L) impligue fg fof soit
par antisymétrie f=fof. D’aprés le théoréme 2.5.3.0.2 1l’ensemble des ferme-
tures supérieures de L est donc le treillis complet postfp(Ag.geglle.,

luis (Ag.gog) (Ax.x)=Ax.x, T, AS.luzs(Ag.gegl(ULIS), M) quil est 1'image du
treillis complet (mom{(L—+L)next(L-+L))(e, Ax.x, 7, U, M par la fermeture
supérieure Zdem = Af.luis(Ag.glgeg) (f). Mais pour tout feext(L+L) on a
feprefplhg.geg) et par conséquent <dem = Af.luis(Ag.gog)(f).

fers = idemeextomon est monotone et extensive en tant que composition
d’opérateurs monotones et extensifs. Pour tout fe (L+L), fers(fers(f)}) =
idemeextomon (fers (f)) = idemoext (fers(f)) = idem(fers(f)) = fers(f) car
Ffers (f) est monotone, extensive et idempotente. Donc fers(f) est idempo-
tente ce qui nous restait & montrer pour affirmer que c'est une fermeture
supérieure.

D'aprés la proposition 2.3.0.4.(a) pour tout fe (L+1) 1l'ensemble
{pefers(L+L) : f=p} des fermetures supérieures de L plus grandes ou Sgales
d f n'est pas vide et admet un plus petit élément égal & fers(f).

Mn de la preuve.
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Remarquons qu'une fermeture supérisure p sur un treillis complst
L(g,4,7,U,M) est monotone (donc p =mon(p), théoréme 2.4.0.2), extensive
(donc p=ext(p), théordme 4.2.3.0.3) et idempotente (donc p =pep) ce qui
implique p =mon(ext{pep)). Réciproquement si p =monlext(pep)) alors p est
monotonse et donc ext(pep} 1’est également ce qui implique que p =ext(pepl.
Comme p est extensive, pep qui 1l'est également est point fixe de ext ce qui
implique que p est'idempotente. Nous avons donc la caractérisation :

Si L(s,1 7,U,M est un treillis complet, pe (L+L) alors
{pefers(L+L)} <= {p=ax.U{ylUplply}) : (yel) et (yex)}

Nous caractérisons fers de diverses manigres utiles dans la sultse :

PROPOSITION 4.2.3.0.8

fers = \f.(Ax.lute(ry.ext(mon(£)) (y))(x}).

Prewve : D'apreés laes théorémes 2.5.2.0.5 et 2.5.3.0.1 nous savons que pour
tout fe (L+L), Ax.luzs(Ay.ylLmon(f}(y))(x) est une fermeture supérieurs de
L plus grande que f. Soit p una fermeture supérieure de L telle que fEop.
Alors ext(mon(f)) € extlmon(p)) = p. Donc Ax.luis{dy.extlmon(f))(y))(x)

s Ax.lutglp)(x) = p car p est idempotente. Nous en conclucns que pour tout
felL~+L), Ax.luts(Ay.ylUmon(f)(y})(x) est la plus petite fermeture supé-
rieurs de L plus grande ou égale a f, c'est donc fers(f).

Fin de la preuve.

COROLLAIRE 4.2.3.0.7

Soit L(%,4,T,U,/) un treillis complet, alors l'ensemble fers{L-L) des
fermetures supérisures de L est un treillis complet (£, Ax.x, Ax.T,
AS.Zuzs{LiS), M.

On sait (Devidé[1964]) que Ax.lfp(Ay.xllfly}) est une fermsture supé-
rieurs de L quand f est monotone. Nous remarquons alors d'aprés le théoréme
2.5.3.0.1 que ax.luts(ay.y i fly))(x) = ax.lugs(ay.xjfly)}({x) =
ax.lfp(ay.xjfly)) ce gui donns :

PROPOSITION 4.2.3.0.8

fers = Af. (ax.lfp(Ay.xUmon(f){y))).
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COROLLAIRE 4.2.3.0.9

‘ Seit L{s,L,7,U,/M un treillis complet alors l'ensemble fers(L+L) des
fermetures supérisures de L est un treillis complet (&, Ax.x, Ax.T,
Lxs.ux.zmxy.xu(us)(ym, m.

On déduit immédiatement de 4,2.3.0.1.(b) 1le

THEOREME 4.2.3.0.10 (Ward[1942])

Soit L(&,4,T,U,MM) un treillis complet alors fers(L-+L) est dual
isomorphe au treillis complet des parties de Moore inférieures de L pour
1l’ordre S (inclusion d’ensembles), infimum {T}, supremum L, interssction n
(intersection d'ensembles) st union AS.{MIP : PguS}.

4.2.4 Composition de fermetures supérieures d'un treillis complet

La composition p10p2 de deux fermetures supérieures pl et p2 de
L(s1,7,U.1} est monotone et extensive mais pas nécessairement idempotente

de sorte que p opz n'est pas nécessairement une fermeture. Nous donnons donc

1
des conditions nécessaires et suffisantes pour que la composition de deux

fermetures supérieures soit une fermeture supérisure. Ayant démontré :

PROPOSITION 4.2.4.0.1

Vpl.pzefel'B[L"L). fers(plLlpz) = fera[plosz - fers(pzopll.

-

Prewve : CH Efers[plL!pZJ et o, € fers(pIUpzl impliquent par monotonie
que p,°p, € fera(plLlpzhfers[plUpz) = fers[pIUpzl. Comma AX.XE P,

il vient olEpl~=p2 et aussi pzl_=¢:»lop2 car p1 est extensive donc

pll_lp2 €p,°, fers(plLDpzl. Donc fera(pIUpzl E fers(nlopzl [H8
fers(fers[plopz)] = fers[plLIpzl.

Fin de la preuve.

Les propositions suivantes dues & Ore[1943b,524-526) s'en déduisent imms&-

diatemant :
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PROPOSITION 4.2.4.0.2 (Ors[1843bl)

Si.p; et py sont des fermetures supérieures du treillis complet
L(&,4,7.U.M) alors fers(p,Llp,) est la plus petite fermeture supérieure
_da L plus grande ou égals a Py1°Py-

PROPOSITION 4.2.4.0.3 (Ore[1943b])

Si Py 8t p, sont des fermetures supérisures du treillis complet
L(&,4,7,U.M) alors p,ep, est une fermeturs supérieure de L si et seulement
si p,op, = fers(pIUpzl.

PROPOSITION 4.2.4.0.4 (Ore[1943b1)

Une condition nécessaire et suffisante pour qus le produit Py°Py de
deux fermeturss supérieurss Py at Py du treillis complet L soit une
| fermeture supérisure de L est que p,°p,°p, = p°p,-

THEOREME 4.2.4.0.5 (Ore[1943b1)

Une condition nécessaire st suffisante pour que les produits py°0,
et pyop, de deux fermetures supérieurss py 8t p, du treillis complet L

soient tous les deux des fermetures supérieures de L est que p, et o,

commutent (i.e. pyep, = pz°91]'

Pour définir des fermetures supérieurss sur L nous procéderons souvent
en deux temps : nous définirons d'ebord pe fers(L-+L) puis ne fers(p(L)+p(L))
ce qui donne nop ¢ fers(L+L). Le procédé psut &tre répété en cascade.

LEMME 4.2.4.0.8

Soient L(s,4,7,U,M un treillis complet et p e fere(L+L). Alors si
ne fersto(L) +p(L)), nope fers(L+L) et pSnep.

Preuve : Comme n est extensive, on a p& nop daonc d'aprés 4.2.3.0.1.(c)
penep = nep donc d'aprés 4.2.4.0.4 on obtient nep e fers(L~+L).
Fin de la preuve.

THEOREME 4.2.4.0.7

Soient L(=,.,T,U, 1) un treillis complet et pefers(L+L]. Alors le
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| treillis complet fers(p(L) +p(L}) est isomorphe au treillis complet
{6 € fers(L+L) : pS8} par 1'isomorphisme complet An.nep, 1’'iscmorphisme

_inverse est AB8.80p.

Prewve : Soit ne fers(p(L)~+p(L)), nous avons nepep = nep mais quand

nep est appliqué & un élément x de p(L) il vient n{p(x1) = nix).
Réciproquement soit 6 ¢ fers(L->L) tel que pc 8 nous avons (Boplep = Bop = §
car pe 8 et théorzme 4.2.3.0.1.(c). Comme (An.neple(A6.80p) et
(A8.00p}o(An.nep) sont 1’identité nous savons que An.nep est bijective et
que A8.8¢p est son inverse.

Soit {ei : ie I} une famille d'&léments de {6 e fers(L+L) : p &8},

alors ( i} eilop = 1 (eiﬂpJ. BDe méme fers{ L eil°p = fers( U eiopl°p
iel iel iel iel

(car 8,°p=8; quand pgei) at fers( LI 8,°0) € fers(p(L)+p(L}). En effet
iel

fers( U eiop] = fers(( U ei)°pl = fers(( U ei]Up] 2 fers(p) = p et comme
iel iel iel
p & fers( U eiop] nous avons fere( U 01°DJ[LJ < p(L). I1 vient donc
iel iel
fers( U ei°°] = fers( U eiop]°p et par transitivité fers( L} 61)°p =
iel iel iel

fers( U 8
iel

»
{6efers{L>L) : pso} dans fers(p(L) +p(L}) et é&galement un morphisme

i°o]. Nous avons montré que A6.8°p est uns bijection de

complet. La composition de A6.6¢p et An.nep étant 1'identité nous en
déduisons immédiatement que An,nep est un isomorphisme complet de
fers(p(L) +p(L)) dans {8 e fers(L+L) : pso}.

Fin de la preuwve.

4.2.5 Dafinition d'une fermeture supérieure par une famiile d'idéaux
principaux

PROPOSITION 4.2.5.0.1

Soient L(=,1,T,u,) un treillis complet et p € fers(L+L). L'ensemble
?des éléments de L qui ont m8me fermeture par p est un sous-sup-demi-
treillis de L complet et convexe. {Rappelons que Sg L est convexe si et

| seulement si {¥x,yeS, Vtel, {xEt sy} = {teS}}).
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Preuve : Soit aepll) et Sa = {xe L : p(x)=al. Sa n'est pas vide car
pla)=a. Soit S un sous-snsemble non vide de Sa‘ Alors ¥xe S, xep(x)=a et
donc (US) sa soit par monotonie p(LS) € pla) = a. Encore par monotonie
p(UUS) 2 {Ip(S) = a et donc p(lUS)=a ce qui montre que (LjS)e Sa et implique
que Sa sst un sous-sup-demi-treillis complet de L. Maintenant si x,ye Sa et
xgtsyon aa=p(x) g plt) € ply) = a soit p(t) = a ce qui implique

te Sa et montre qué Sa est convexe.

FPin de la preuve.

Un 2déal J d'un treillis complet L est un sous-ensemble non vide de L
tel que (1) : {{aeJ, xel, xsal => {xeJ}}, (1i) : {{aeJ, bel} =
{(aybl) eJ}}. Une caractérisation équivalente est qu'un idéal J de L est
tel que {JebL, J # 9, {{aeJ, bel} < {(allb) eJ}}}. L'intersection d'une
famille infinie d'idéaux de L est un idéal de L.

Les Zdéaux principaux de L sont les sous-ensembles {xelL : xsa}
pour tous lss a de L. L'intersection d’une famille infinie d'idéaux princi-
paux de L est encorg un idéal principal de L. En particuller dans un treil-

1is satisfaisant la condition de chaine ascendante tout i1dé&al est principal.

Un semi-idéal I d'un treillis complet L est un sous-ensemble de L tel
que {VaeI, {xeL et xsa} => {xeI}}. Un semi~idéal dual J de L est tel
que {VaelJ, {xelL et asx} = {xed}}.

PROPOSITION 4.2.5.0.2

Soient I un idéal principal du treillis complet L{E,L,T,LLID et J un
semi-idéal dual de L. Si (InJ) # ¥ alors InJ est un sous-sup-demi-treillis
complet et convexe de L. De plus tout sous-sup-demi-treillis complet et
convexe C de L peut s'exprimer sous la forme InJ od I={xel : x=(LCI}

Let {xelL : {dyeC : yex}} ¢ J.

Preuwve : Posons 0=InJ et soit ScD tel que S#%. Alors S€I et donc

(US) ¢ (UI) de sorte que (LUS) eI. Comme S n'est pas vide {dxeS : xel
et xg (U S)} et donc (US)e J soit (11S)e D qui est donc un sous-sup-demi-
treillis complet de L. Si x, yeD et telL est tel que xetey alors tey et
y eI impliquent t e I. Egalement xct et x eI impliguent teJ solt teD ce

qui montre que D est convexe.
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Soit C un sous-sup-demi-treillis complet et convexe de L. Posons
I={xel : x(UC)}. C'est un idéal principal de L. Posons
J={xel : {dyeC : y = x}}, c’est un semi-idéal dual de L. Alors
Ce(InJ) car ¥xeC, x £ x 5 (LUC). S1 te (InJ) alors tel et donc
te(LC) avac (LUC)eC. Aussi teJ de sorte que dceC tel que cEt. Comme
C est convexe teC ce qui montre que C=InJ.

Supposons maintenant que C s'exprims sous la forme C-I1 n .Jl . Comme
CsI1 il vient {xelL : xs{UC)} sIl. Soient ae I1 et x un élément arbi-
traire de C. Alors (au.x] € I). ., D'autre part (alUx) 2 x et xe¢ J1 impliquent
que (-’:aL.Ix)eJ1 et (aldx) € (I, nJ) =C.Donc ac(alx) & (UC) e {xel :
xz (UC)} soit I1 c {xel : xs(UC)} et par antisymétrie I1 =
{xel : xe(UC)}. De méme comme CS.J1 nous avons J = {xel :

{dyeC : yex}} ¢ Jl. Toutefols le choix de .11 n'est pas unique comme le

montre le contre-exemple suivant :

Fin de la preuve.

THEOREME 4.2.5.0.3

Sait {Ii : ie A} une famille d'idéaux principaux du treillis complet
Lig 4, T,U.M. Alors Ax. Uln{de ({L}u {Ii:ie A}} : xeJ}) est la fermeture
supérieurs de L générée par {Ii : 1eA}.

Preuve : Pour xe L posons Sx = n{Je ({L}u {Ii:ieA}) 1 xeJ} st p(x) =
(LISXJ. Comme x ¢ Sx on a8 xe¢ Sx et xE(USX) ce qui montre que p est exten-
sive. 51 x sy alors ng Sy car yeJ, xel et xSy impliquent xe¢ J pour
tout idéal J de L. Donc p(x) = (USX] =4 (uSy) = ply) ce qui montre que p
est monotone. Pour tout Je ({L}u {Ii:ie A}) on a xe J implique que
{US,JeJ car xeJ implique S,cJ. Donc nf{Je ({L}u{I;:ied}):lUS I e}
est inclus dans n{Je ({L}u {Ii:ie A}):xe J} et alors plp(x)} Eplx). De
Plus p(x) = plp(x)) car p est extensive et monotone et par antisymétrie
nous concluons que p est idempatente.

Fin de la preuve.
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COROLLAIRE 4.2.5.0.4

Soient L(&,1,7,0,0) un treillis complet et p e fers(L+L) alors p est
Légal 4 la fermeture supérieure de L générée par {{yel : yea} : aep(L)}.

Preuve : Comme Tep(L) nous avons Ax.Un{Je {{yelL : y=a} : aep(L)} :
xeJ} = Ax.Un{{yel : ysa} : aeplL) et xga} = AxJH{eaepll) : xsa} = p(x).
Fin de la preuve.

4.2.6 Définition d'une fermeture supérieure par une relation de congruence
compléte pour 1‘'union

DEFINITION 4.2.6.0.1 Relation de congruence compléte pour 1'union
—

Soit L(&,4,7,U,7) un treillis complet alors une relation de congruence
compléte pour l'union sur L est une relation d'équivalence 6 satisfaisant
la propriété de substitution pour l'union {¥Wx, y, uel, {{xzy(8)} =
P {{¥Uul=(yiul}(8)}}} et ayant la propriété de complétude {vxe L,
LXEU[[XJOJ(BJ} ol [xJo = {yel : xzy(8)}.

La propr:fété de substitution pour 1'union peut s'exprimer sous la forme
squivalente {¥x), y; » Xp » Yye L, {{x,3y,(8)} st {x,2y,(8)}} =
{(leszJE(ylLlyz)(e)}}.

PROPOSITION 4.2.6.0.2

i Soient L(%,1,7,,I un treillis complet et pe fers(L+L) alors la rela-
| tion (p) définie par {x2y(p}} <= {p(x)=p(y)} est une relation de congru-

ence compléte pour 1'union.

Preuve : Pour tout pe (L+L) il est connu que {p) est une relation d'équi-
valence. Supposons que p ¢ fers{L+L) at x, y, uel alors p(x)=p(y) implique
p{xdu) = plpxIttplul) = plplylplul)) = plyUu) car p est un quasi-
morphisme complet supérieur (4.2.1.0.8). Par conséquent xzy(p) implique
{xUu) = (yUullp). De plus Yye [xilp), ply)=p(x) de-sorte que

ufply) :+ yelxli(p)} = p(x). Maintenant p (U(Lx1{p])) = plUp(LxI(p))) =
plU{lply) : yelxl(pl}) = plp(x)) = p(x) soit x=U ({xi(p))(p].

Fin de la preuve.
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COROLLAIRE 4.2.86.0.3

[
L Soit pe fers(L+L) alors p = Ax.U([x1(p)).

THEOREME 4.2.6.0.4

Sgit 8 une relation de congruence compléte pour 1'union sur L, alors
| pour tout x de L, {x16 est un sous-sup-demi-treillis complet et convexe de
LL. De plus Ax.([x18} e fers(L>L].

Preuve : Soit xeL et y, ze ([x]e). Soit tel tel que y 8 t & z. Comme
y=z(0), il vient (ylLit) = (zLt)(8) de plus t=yl t et zUt=z donc t=z(8]

et z2x(8) gui impliquent tx(8) et te ([x]8) donc [x]6 est un sous-ensemble
convexe de L.

Soit S¢ ([x18) tel que S#B. dye S tel gue y=x(8). D'autre part
Li([x18)=x(8) et yeUS = U([x]8) donc (US) e ([xJe), ce gui montre que [xle
est un sous-sup-demi treillis complet de L.

Posons p = Ax.U([x18). p est extensive car xe ([x]8) implique
x & LI([xi8) = p(x). De plus Li([x38) e ([x18) de sorte que plp(x)} =
o (U(Ix38)) = Lil(Ex38)1e = LU([xi9) = p(x]) et p est idempotente. Si xEy alors
y = xUy = (p(x)Up(y))(8) par la propriété de substitution pour 1'union.
Donc yEp(y)(8) et par transitivité il vient que p(x)Up(ly) appartient 3
Iply)]e et par conséquent (p{x)uUplyl)) & U(Lp(y)I8) = ply). Comme ply) €
p(x)Up(y) nous concluons par antisymétrie que p(x)s ply) st p est monotone.
Fin de la preuve. :

De longs calculs sont parfois nécessaires pour montrer qu'une relation
binaire donnée est une relation de congruence compléte pour 1'union. Les
calculs sont souvent facilités par le théoreme suivant (gque 1'on peut
comparer au théoréme établi pour les congruences dans Gr&tzer &
Schmidt[19581).

PROPGSITION 4.2.6.0.5
i o

Une relstion binaire réflexive et symétrigue 8 sur un treillis
complet Lls, 1,Ts.) est une relation de congruence pour 1l'union si et
| seulement si les trois proprigtés suivantes sont satisfaites pour tous
|

i %, ¥s Z, Lel et SEL :
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{a) - {x3y(8)} <= {Juel : (xUy)su et u=x(8) et usy(8l}}
(b) - {xEycsz et xy(8) st y=z(8)} = {x=z(8)}
(c) - {xey st x3y(8)} = {(xLt)=(ylUt)(e)}

Preuve : Une relation de congruence compléte pour 1'union satisfait

(a) car {xzy(8)} = {(xUyl)=x(e) st (xUylzy(8)} et {Juel : u=x(8) et

uz(US)(8)} = {x=(US)(8)}. (b) est vrai par transitivité et (c) est vrai &

cause de la réflexivité et la propriété de substitution pour 1'union.
Réciproquement soit une relation & binalre, réflexive, symétrique et

satisfaisant (a), (b) st (c).

- 0 est transitive car xy(8) et y=z(8) &t (a) impliquent que {}u,u’ el :
XgU, yeu, zgu', y gu’', xzu(8), yzuld), y=u'(8), 25u’(6) . Alors
d'aprés (c) il vient u' = (yUwu') = (ulu’)(8) et u = (yUu) = (uUul(e].
D'aprés (b), x 2 u € (ulu') donc x=(uliu’}(8), de méme z=(ullu')(e). Il
vient (xUz) = (ullu’l)(8) et donc d'apres (a), nous concluons xsz(6).

- @ satisfait la propriété de substitution pour l’union. Il faut montrer
que xzy{6) implique (xU+t) = {yUt}(e). D'aprés (a) {duel : xgu,
yeu, x3u{8), y=u(8)} donc d’aprés (c) (xUt) = (ult)(8) et (yUt) =
(ullt)(8). La propriété de transitivité que nous venans de démontrer
implique (xUt) = (yUt)(e).

Fin de la preuve.

Pour vérifier que la relation de congrusnce est compléte pour l'union
il suffit de montrer la propriété supplémsntaire {¥xe L, xzU([xle)(e)}.

4,2.7 OD&finition d'une fermeture supérieure par une paire de fonctions
adjointes

Soient L un treillis complet et p e fers(L—+L). Pour représenter les
éléments de p(L), nous utiliserons un treillis complet M{g,t.,T,U,M) iso-
morphe & L par un isomorphisme complet Be {p(L)+M). Soit @ égale & Bop
et soit Yy 1'extension de 8_1 alL:
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Par référence & nos premiers travaux (Cousot & Cousot[1975], Cousot &
Cousot{ 19761}, nous appellsrons @ une opération d'abstraction st y une
opération de concrétisation. Il est facile de vérifier que @ est monotone
et surjective, y est monotone et injective, @ey=Ax.x et yo@a2 Ax.x ce qui
implique immédiatement que {¥xelL, VyeM, {xey(y)} <= {@(x)ey}}. De plus
Y est un morphisme complet st @ un morphisme complet pour 1'union ; (en
effet, soit {xi:ieA} une famille d’'éléments de L, alors par monotonis

acy x) 2 U @(xi). De plus @( U xy) € @cu Y(@(xi)ll = @y( U @[xi)] =
ied ieA iea ieh ieA

u @[xi]. Par antisymétris, il vient @( U xg) = U 8lx,)].
iea ieA ieA

DEFINITION 4.2.7.0.1 Paire de fonctions adjointes supérieure

Soient L(&,1,T,U,N) et M(=,.,T,U,M) deux treillis complets. Une paire
de fonctions monotones @e (L+M) et ye(M+L) ast dite paire de fonctions
adjointes supérieure si {¥xel, ¥YyeM, {{xsylyl} <= {@(x)eyl}}}.

La notion de paire de fonctions adjointes se trouvait déja dans Cousot &
Cousot[1575] avec les mé@mes hypoth&ses, cependant nous avens emprunté le
termg "paire de fonctions adjointes” & Scott{1977] qui 1'utilise pour une
notion duale avec les hypothises supplémentaires que @ et y sont continues
supérieurement et L et M des "continuous lattices”. Le théoréme 4.2.7.0.3
généralise un résultat de Scott st montre qus ces hypoth&ses supplémen-

taires sont inutiles.




(4)-33

PROPOSITION 4.2.7.0.2

Soient L(g,d,T,U,M et M(e,1,T,U,f1) deux treillis complsts et
I pe fers(L+L) tels que Be (p(L)>M) est un isomorphisme complet. Alors @.y)
‘est une paire de fonctions adjointes supérisure, @ est surjective, Y est in-

Ljective. @ est un morphisme complet pour 1'union, Y est un morphisme complet.

Inversement, nous utiliserons des paires de fonctions adjointes pour

définir des fermetures supérieures :

THEOREME 4.2.7.0.3

soient L{g,L,T,U.M) et M(e,L,7,U,0N) deux treillis complets et (@,y)
ol @e (L+M) st ye(M+L} une paire de fonctions adjointessupérisurs.
{a) - Dans une paire (@,y) de fonctions adjointes supérieure chaque fonction
détermine 1'autre de manidre unique et Ax.xye@ et @eyciy.y.
(b) - @ est surjective sl st seulement si y est injective.
(c) - 81 @ est surjective ou Y est injective alors :
yo@ ¢ fers(L+L) et @oy=Ay.y,
@ est un morphisme complet pour 1'union et y est un morphisme
complet pour 1'intersection,
@ = Ax.[i{yeM : xeyly)} et vy = Ay.li{xeL : @(x) ey},
v°@(L)Y et M sont isomorphes par 1'isomorphisme complet (@] ye@(L))

dont 1l'inverse est v.

Preuve :
(a) - V¥xel, B8(x)c@(x) et d’aprés 4.2.7.0.1 ceci implique que
xgy(@(x)). De méme Vye M, y(y) gyly) impligue @ly(y)) gy.

Soit f telle gue (f.y) est une paire de fonctlons adjointes supé-
rieure. Alors ¥xel, xeY(f(x)) et comme @ est monotone nous avons
@(x) & @(y(f(x))) £ F(x). De plus ¥xe L, xeY(@(x)) et comme  est
monotone 1l vient f(x) g £f(y(@(x))) = @(x). Par antisymétrie nous
concluons que f=@.

Soit ¥ telle que (@,f) est une paire de fonctions adjointes supé-
rieurd. Alors Vye L, @(f(y}) ey donc comme y est monotone il vient
yiy) 2 y(@(f(y))} = fly). De mdme f(y) 2 f(@ly(y)) = v(y) et par
antisymétrie nous concluons que f=y.



(b} -

(e) -
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Supposons Y injective et montrons que @ est surjective. Pour tout y
de M on a @(y(y)) ey et par monotonie y(@(y(y))) & y(y). De plus
y(y) £ y(@(y(y))) danc par antisymétrie y(y) = y(@(y{y))}. Comme y ast
injective ceci impligue gque @(y{y)) = y. Donc pour tout y de M il
existe x=Y(yleL tel que y=@(x} et donc @ est surjective.

Supposons @ surjective et montrons que Y est injective. En effst,
VyeM, 3IxeL :'y=@(x}. Donc v(y) = v{@{x)) 2 x. La monotonie de @ impli-
que que @(y(y)) =2@(x) = y. De plus, il est toujours vrai que
@(y(y)) ¢y donc par antisymétrie @(y(y))=y. Soient y,, y,eM alors
Y[y1)=vty2) implique @(y(yll) = @[Y[yzll qui implique y =y, c'est-a-

dire gue y est injective.

On aura noté que si vy est injective ou @ surjective on a
@oy=Ay.y. Montrons gue ye@ est une fermeture supérieure de L. ¥xel,
xzY(@{x)) de sorte que Yo@ est extensive. Yo@ est composition de fonc-
tions monotones donc monotone. Comme @ey=Ay.y on a (yo@)e(yo@) = vo@

ce qui montre 1'idempotence.

Soit {xi:ieA) une famills d'éléments de L. Alors par monotonis

aou x) 2 U @[xi]. Os plus @( LI %) & @cu Y[@(xilll c @y U @[xil)]
ied ieA ieA ied ied

= U @(x,) par monotonie de Y, @ et @ey=Ay.y. Par antisymétrie @ est
ieA
un morphisme complet pour 1'union. De méme par monotonie y{ [ xiJ =
leA

n Y[xi) et M vix) y@cn Y(xi))] syl @(y(xi)ll = y( N x,) et
ieh ied ied ied ieA

par antisymétrie nous concluons que y est un morphisme complst pour

1'intersection.

Soit f = Ay.U{xeL : @(x)e=y}. Comme @ est surjective pour tout y
de M il existe xe L tel que @(x)=y donc {xelL : @(x)g y} n'est pas
vide et comme L est un treillis complet U{xelL : @(x)E y} existe ce
qui montre que f est une application totale de M dans L.

Soient t, u appartenant 3 M tels gue tsu. Aleors Vxel,

{@(x) =t} = {@(x)cu} donc Li{xel : A(x)et} s {xel : @BIx)su}
soit f(t) e f(u), ce gui montre que f est monotone.

¥xel, YyeM, {x=fly)} = {3(x)=@(fly)}} car @ est monotone.
IFy)) = A{zel : @2y eyl = L{@(2) : @(z) gy} car @ est un mor-

e e < e e e e e e et
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phisme complet pour 1l'union. Donc @(fly)) =y. Par transitivité
{x=fly)} = {@(x) =y}. Suppasons maintenant que @(x) =y alors

f(@(x)) € f(y) car f est monotone. Comme f(@(x)) = U{zel :

@(2) =@(x)} 2{zel : z=x} = x on a par transitivité que {@(x) Sy} =
{xef(y)}. Donc (@,f) est une paire de fonctions adjointes supérieure

st comme l'une détermine 1'autre nous concluons que f=y.

Comme @ est monotone et surjective, on a @(T)=T. Donc T & ye@(T} =
¥y{T) = T soit v(T)=T. Soit donc Y un morphisme injectif complet pour
1'intersection de M dans L tel que Y(T)}=T. Posons f = Ax.[H{yeM :
xEY{y)}. Pour tout x de L ona x ET = Y(T) donc {yeM : xEy{y)}
n'est pas vide et comme M est un treillis complet f est une fonction
totale de L dans M.

Soit t =u alors Vye M, {u=y({y)} = {tEvy(y)} donc MyemM :
teyly)} eMyeM : ueylyl} et f est monotone.

¥xel, ¥YyeM, {xEY(yl} = {f(x) ef(y(y))} par monotonie.

Flyly)) = THzeM : yly) £v(2)} €H{zeM : ycz} = y. Par transitivité
{xegv(y)} = {f(x)}=y}. Supposons maintenant gue f(x) Ey alors
Y(f(x)) eyly). On a y(f(x)) = y(M{zeM : x=Ey(2)}) = Hy(2)

xegy(z}} 2 x car y est un morphisme complet pour 1'intersection.

Donc {f(x) 2y} = {xc=y(y)} et (f,y) est une paire de fonctions
adjointes supérieure et comme 1l'une détermine 1’autre nous concluons

que f=@.

Montrons gque ye@(L) et M sont isomorphes par 1'isomorphisme
complet (@]ye@(L)). Montrons que la restriction (@|ye@(L)) de @ a
ye@(L) est bijective. Yye M, ye @(L) car @ est surjective donc
y(y) e (ye@(L)) et @oy(y)=y donc Wye M, dxe (yo@(L)) tel que @(x)=y
et (@]ye@(L)) est surjective. Maintenant ye@(L) = y(M) et y de M dans
y{M) est surjective donc ¥xe¢ (yo@(L)), dyeM tel que x=y(y). Alors
(@lyo@(L)) (x) = (8]yo@(L))ov(y) = y donc Yo(@]ye@(LI)(x) = Y(y) = x.
Maintenant soient xj,x, € Ye@(L) tels que [@lY"@(L]][xl) =
(@Ye@(L)Ixy). Alors x; = Y((@ve@(L))(x;) = Y((B]YoR(L)II(x,)) = x,
ce qui montre que (@[Yo@(L)) est injective. De plus, son inverse est Y.

Il nous reste & montrer gue [@|Yo@[L)) est un isomorphisme complet.
Comme (Yo@) ¢ fers(L~L), on sait que Yo8(L) est un treillis complet
(e, ye@(L), T, AS.Yo@(US), ). Soit Scyo@(L). La borne supérieure de
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S

-

S dans yo@(L) est yo@(JS) et B(yo@{US)) = @(US) = LUA(S) donc
(@|ye@(L)) (y@(US}) = LI(@]yo@(L))I(S). D'autre part y(R(S)) =
MMy (@(S)) = yo@(Mye@(S)) = vyo@(MS) car yo@(S) est un ensemble de points
fixes de la fermeture supérieurs yeo@ et donc Mye@(S) = (MS) e (yo@(L)]}.
Comme y est injective, nous avons [@(S) = @(MS) et ﬂ[@[yo@[L]][S) =
(@}ye@(L)) 8],

Fin de la prewve. -

COROLLAIRE 4.2.7.0.4

‘ Soient L(s,.,7,U,M et M(s1,7,U,M) des treillis complets et @ un mor-
phisme complet surjectif pour 1l'union de L dans M. Alors
L(@ » Ay.t{xel : @(x)Ey}) est une paire de fonctions adjointes supérieurs.

CORDLLAIRE 4.2.7.0.5

Soient L(g,1,7,U.M) et M(g,1,7,U,M1) des treillis complets et y un
morphisme injectif complet pour 1'intersection de M dans L tel que Y(T)=T.

tAlors (Ax.{yeM : x=y{yl} , y) est une paire de fonctions adjointes

supérieure.

SEFINITION 4.2.7.0.6 Image approchée supérieurement d'un treillis complet

Soient L(&,1,7.,U.M) et M(s,L,7,U.M) deux treillis complets. Nous dirons
que M est l'image approchée supérieurement de L (noté L> M) si et seulement
si 11 existe pe fers(L+L) tel que p(L){E,p(L),T,AS.p (US),M) et
i_N[E.J.,T,u,ﬂ) sont complétement isomorphes.

COROLLAIRE 4.2.7.0.7

Spoient L(g,L, 7,470 et Mls.4,7,U.0M deux treillis complets.

(L > M} <= (43¢ (L+M) surjective, dye(M+L) injective : (@,y) est une

[
|
! paire oe fonctions adjointes supérieurs)
(LM} <= {dye (M+L) : injective, morphisme complet pour l'intersection
et y(r)=r}

[(L B M} <= {38¢ (L+M) : surjective, morphisme complet pour 1'union}.
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4.2.8 Fermeture induite sur 1'espace des opérateurs monotones sur un
treillis complet L par une fermeture sur L

THEOREME 4.2.8.0.1

Soient L(5,1,T,lLM) un treillis complet et pe fers(L+L), alors
Af.pofop € ferslmon(L+L) +mon(L+L)).

Preuve : Solent ¥, gemon(L+L) tels qus feg, alors pefep €pegop car p
est monotone et Af.pefep est monotone. Aussi fSpofop car Wxel, flx) €
p(flp(x)}) car p est extensive et f et p sont monotones. Enfin popoefopop =
pofop ce qui montre que Af.pefop est idempotente.

Fin de la preuve.

DEFINITION 4.2.8.0.2

Soient L(%,1,7T,lLfD un treillis complet et p une fermeture supérieure de
L. Nous appellerons p=Af.pofep la fermeture supérieure induite sur 1l'espace
des opérateurs monotones de L par o.

On remarqusera que B(f) est la plus petite fonction monotone de
{p(L}>p (L)) plus grande que f restreinte & p{L}. (En effet soit
gemon{p(L) +p(L)) tel que [-FIp(L]] € g alors pefop £ poegep = g).

THEOREME 4.2.8.0.3

{L50@y) M} = {mon(L+L) S(Af.@efoy, Af.yofo@) mon(M+M)}.

COROLLAIRE 4.2.8.0.4

Soient L, M des treillis complets tels que L S(@,y) M et
mon(L+ L} 5(@,y) mon(M+M) avec @=Af.Qofoy st y=Af.yoFo@. Soient F,
Gemon(L+L) alors :
(a) - {Lp(F) = Y(Ifp(R(F)))}
(b) - {FemontM+n) et B(F)=F} = {Ifp(F)c Y(Ifp(FN}
(c) - {Lfp(FoG) & y(Ifp(@(FI=@(G)))}
(d) - {F, Gemon(M~>M) et GFISF et B(G) =G} — (LfptFoG) & YULfp(FoG}) }
(et m@me chose avec gfp).

———
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PROPCSITION 4.2.8.0.5

Soient L(s,L,7,lL!T} un treillis complst, pl. pze fers(L+L) et
femon(L+L) alors :
pr[[plflpzlofc(plr7p2]] € pr[pl°f°pllf1pr(pzofﬂpzl.

Preuve : plﬂ P, E p, et f monotone impliquent (plﬂpzlofﬂtplﬂpz) 4
(pyofep;). Comme Ifp est monotone il vient pr((plﬂpzlof‘o(plﬂpz]] =3
Lfplp)efopy). MBme chose pour Py

Fin de la preuve.

4.3 APPROXIMATION DE POINTS FIXES D'UN OPERATEUR PAR APPROXIMATION DE
L"OPERATEUR

Le calcul complexe des points fixes extrémes d'un opérateur F peut &tre
remplacé par le calcul plus simple des points fixes d’un opérateur F appro-

chant F comme suit :

THEOREME 4.3.0.1

Soient L(g,L,T,U,MT un treillis complet et F, Gemon(L+L) alors
{IFeGl = {{lfp(Fleifp(G)} et {gfp(Flcgfp(G)}}}.

Preuwve : Rappelons que Ifp(F) = M{XelL : F(X)E X} et lfp(G) =M{xel :
G(X)EX}. Comme FEG il vient {¥Xel, {G{X)=X} = {F(X)c X}} ce qui implique
Lfp(F)E 1fp(G) et par dualité {{F2G} = {gfp(F)2gfp(G)}.

#in de la preuve.

4.3.1 Approximation d'un opérateur sur un treillis induite par une image
approchée du treillis

Pour approcher les points fixes d'un opérateur monotone F sur un
treillis complet L(s,4,T,U,M nous chercherons & calculer les points fixes

d'un opérateur plus simple F choisi de sorte que l'algorithme pour calculer
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F soit moins complexe que 1l'algerithme pour calculer F, Plagons-nous dans

le cas d'une approximation supérieure, (celui d’une approximation infé-
rieure étant dual), c'est-a-dire qu'il faut choisir F tel que F=F (théoraéme
4.3.0.1). Le probléme est de trouver un moyen ds déterminer F & partir de F.

Nous proposons de définir un Sous-ensemble M de L dans lequel seront
choisies les approximations des points fixes de F. Pour cela, ayant fixé M
nous choisirons F 8gale & la meilleure approximation supérieure de F qui
appartient & (L-+M).

Nous nous propaosons également de choisir M indépendamment de F et par
conséquent nous choisirons un sous-espace M de L de sorte que tout élément
x de L ait une approximation supérieure dans M. Soit pe (L+M) un opérateur
qui & tout x de L associe une approximation supérieure p(x) de x dans M.
Comme p est extensif il est uniguement déterminé par le choix de M si et
seulement si c’est une fermeture supérieure de L (4.2.2.0.1) et M une partie
de Moore inférieure de L (4.2.2.0.4). En effet, tous les y de M plus grands
que x sont une approximation supérieure de x. En particulier le supremum
T de L ne peut 8tre approché supérisurement que par T et donc Te M. Parmi
les approximations supérieures de x dans M certaines sont meilleurses que
d'autres. Le critére de comparaison étant l'ordre € sur L, ae M est une
mellleure approximation de xe¢ L que beM si xSach., Les meilleures appro-
ximations de x dans M sont les &léments minimaux de {yeM : xSy}, Il
existe une unique meilleure approximation d'un élément x quelconque de L
dans M si {yeM : x cy} admet un plus petit élément c'est-a-dire si M est
une partie de Moore inférieure (4.2.2.0.2).

Supposons qu'on ait choisi un Sous-espace M de L qui ne soit pas une
partie de Moore inférieure. Dans ce cas certains éléments de L ont plusieurs
approximations supérieures minimales dans M et il n'est pas possible d'en
choisir une meilleure indépendamment d’'un F donné. Dans ce cas, le théoréme
4.2.2.0.5 indique quels sont les éléments de L 3 rajouter en nombre minimum
a M pour éviter 1'équivoque.

Une pertie de Moore inférisure M induit une fermeture supérieure unique
o telle que p(L)=M (4.2.2.0.5) et de méme une fermeture supérieure p déter-
mine de maniére unique une partie de Moore inférieure (2.3.0.1) si bien gue
le choix de 1'snsemble M peut &tre remplacé par celui d’une fermeture
supérisure p en définissant M=p(L]). Nous avons donc rappelé plusieurs carac-
térisations des fermetures supérieures (4.2.1).

Si on-a choisi un opérateur p qui n'est pas une fermeture supérieure
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le théoreme 4.2.3.0.5 indique que fers(p) est la plus petite fermsture supé-
rieure de L telle que tout x de L ait une meilleure approximation supérieurs
fers(p) (x) plus grande que p{x). Nous avons donné plusieurs définitions équi-
valentes de fers (4.2.3.0.5, 4.2.3.0.5, 4.2.3.0.8).

Nous avons étudié diverses manidres de construire des fermeturses supé-
rieures (4.2.1, 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7) et de les combiner (4.2.3, 4.2.4). En
particulier, la détinition d'uns fermeture supérieure par une famille
d’'idéaux principaux (4.2.5.0.3) ou mieux 1'utilisation d'une relation de
congruence compléte pour 1l'union (4.2,6.0.4) met bien en évidence 1'idée de
ne pas distinguer entre les éléments d'une méme classe d'équivalence et qui
sont donc tous approchés par le supremum de la classe.

Nous utiliserons fréquemment des combinaisons de fermetures pour ren-
forcer une approximation (4.2.3.0.5, 4.2.4.0.7) ou au contraire pour la
raffiner (intersection de fermetures 4.2.4.0.5). (On notera gque les propo-
sitions 4.2.4.0.2 et 4.2.4.0.3 indigquent qu'il sst toujours préférable

d'utiliser 1'union fers[plLlpzl plutdt que la composition o °p, de fermetures

G et e, {puisque fers(pll_lpzl est toujours une fermeture t;ndis que ce
n'est pas nécessairement le cas de plop2 et que si pl°p2 est une fermsture
alors pop, = férs[olLJpZJ]l.

Le choix de l'espace M des valeurs approchées ou de la fermeture
supérieure induite dépend du probléme & résoudre, de la précision désirée
dans les approximations et du colt gu'on est prét & payer pour le résou-
dre et ceci sera largement illustré au chapitre 5. Les théorémes 4.2.4.0.5
et 4.2.3.0.10 permettent d'ordonner partiellement les approximations selon
leur précision grice & l'ordre partiel sur les fermeturss ou parties de
Moore correspondantes.

Ayant choisi une fermeture supérisure p, la meilleure approximation
supérisure de Femon{L~L) dans mon{L+p(L)) est peF. Toutefois pour res-
treindre le domaine des calculs & p(L), nous choisirons F=p°F°p qui est la
plus petite fonction monotone de (p(L)+p(L)) plus grande que f et rastreinte
a p(L) (4.2.8). Alors Lfp(F) = Ifp(F) = luis(poFep} (L) = LuislpoF)(p(L)) =
ifpllpoF|p(L))). De méme gfp(F) est approché supérisuremsnt par
gefllpoF | o(L}]).

Quand les éléments de p(L) ne sont pas représentables en machine,
nous utiliserons un espace de valeurs approchées M tel gue L E[@,y] M avec
p=Yo@ en choisissant M de sorte que ses éléments soient aisément représen-

tables en machine. Alors la meilleure approximation de F e mon(L+L) dans
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mon(M-+M) est @°Fév (4.2.8.0.3). Quand il est difficile d'écrire 1l'algo-
rithme réalisant @oFey nous choisirons de réaliser F e mon(M+M) tel que
QoFoysF. Alors Lfp(F) Ey(lfp(F)) et gfp(F) Sy(gfp(F)) (4.2.8.0.4.(b)).
Généralement F est composition de fonctions élémentaires ce qui permet de
construire F & partir de F d'une maniére systématique en approchant supé-
risurement toutes les fonctions élémentaires femon(L+L) par une fonction
approchée élémentaire femon(M+M) telle que fEyofo@ (4.2.8.0.4.(d)).

Noter qu'au lieu d’'approcher un opérateur monotons F par un opérateur
F monotone, nous pourrions également utiliser un opérateur extensif (ou
dualement réductif) :

PROPOSITION 4.3.1.0.1

Soient L(s,4,T,U.[N un treillis complet st fe ext{L~>L), alors fp(f) =
luts (f)(L).

PROPOSITION 4.3.1.0.2

Soient L(g,.,7,U,M1) un treillis complet, femon(L+L), fe (L+L) tels
'Lque fef alors Ifp(f) © lutslext(F))(1).

4.3.2 Amélioration d'une approximation d'un point fixe d'un opérateur
monotone

Les résultats du paragraphe 4.1.1 permettent d’améliorer une approxi-
mation d’un point fixe extr@me d'un opérateur monotone f sur un treillis
complet L. Nous spécialisons maintenant ces résultats au cas ol nous dispo-

sons d'une approximation g de f, (g&f ou fEg).

THEOREME 4.3.2.0.1
rom—————

Soient L(&,1,7,tl,I1) un treillis complet et f, gemon{L=>L)
{{Ivel : ysifp(fl}et {gaf}}
i = {y & Ifp(ax.yUglx)) e lutaax.xUglx))(y) = Lfp(£)}.

Preuve : Soit yelfp(f) et gcf. Considérons 1'itération croissante
<x6:65u(L]>'partant de y et définie par Ax.xUg(x), (2.5.1.0.1). C'est une
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itération croissante partant de y et approchée inférieurement pour ¥,

Q =
(4.1.1.0.5). En effet, x =y, quand 8 est un ordinal successeur alors x‘s L =
x(s = x‘s_ll_]g(xs—l] [ xé—lLI-F[xé—ll car g=f et quand § est un ordinal limite
x6= u x%. Par conséquent le théoréme 4.1.1.0.6 implique que la limite

a<s
luts(Ax.xUg(x))(y) de <x6:65u(LJ> approche luzZs{Ax.xUf(x)){y) inférieu-
rement. Mais d'aprgs les théorgmes 2.5.2.0.5 et 2.5.3.0.1 Zuge(Ax.xUg(x))(y)
= luts(Ax.yUg(x))(y) 2 luts(Aix.ylig(x)) (L) = Ifp(Ax.ylUg(x)) 3 y. Egalement
L sy s Ifp(f) implique Ifp(f) = luts(Ax.xUF(x))(1) E luis(Ax.xUF(x))(y) &
luts (Ax.x U f(x)) (Zfp(f)) = 1fp(f) ce qui permet de conclure que y €
Ufp(Ax.yUg(x)) & luisAx.xilglx)) (y) & Lfp(f).
Fin de la preuve.

Remarque 4.3.2.0.2

Soit y une approximation inférieure de Lfp(f). Connaissant ge f nous
pouvons améliorer y car y € luZs(Ax.xUg(x))(y) € Ifp(f). Il n'est pas possible
d'améliorer luis(Ax.xUg(x})(y) en répétant ce processus car luis(Ax.xlg(x))
est idempotent. De plus le théoréme 2.5.4.0.2 montre que Zufs(Ax.xbLig(x))(y)
est la plus grande valeur de L qu’il est possible d'obtenir a partir de y
en utilisant 1§, M et g. Zuts(Ax.xUg(x)}(y) est donc la meilleure approxi-
mation inférieure de Ifp(f) qui peut 8tre obtenue en n'utilisant que ces
éléments.

Fin de la remarque.
Appliquant le principe de dualité, nous obtenons :

THEOREME 4.3.2.0.3

Soient L(g,1,7, 1) un treillis complet et f, gemon(L~L).
{({dyeL : gfp(f1 sy} et {fegll}
= {gfp(f) & Llis(Ax.xMg(x))y) £ gfp(Ax.yMg(x)) c yl}.

THEOREME 4.3.2.0.4

Soient L(g,1,7,4,M) un treillis complet et f, gemon(L-+L).
{({dvel : ifp(flEy} et {feg}}

= {Ifp(f) ¢ IfpOax.yMg(x)) £ LlZsAx.xNg(x))(y) € y}.
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Prewve : Solent Ilfp(fley et fe=g. Considérons 1'itération croissante
<x5:éeu(L]> partant de L et définie par Ax.yllg(x) (2.5.1.0.1). C'est une
chalne ascendante de limite P =Ifp{Ax.ylg(x)) (2.5.3.0.1 et 2.5.3.0.2).
Comme P = yMg(P) £ y nous avons x & P € y pour tout 6e p(l). Pour tout
ordinal successeur 8¢ p(L) nous avons xts-1 5 x(S = (yﬂg(xs-lll c g(xs-ll-
Montrons que <x6:65u(L)> est une itération croissante partant de 1L et
approchée supérisurement pour Ax.y[f(x), (4.1.1.0.1). En effet, xo =1.
Pour tout ordinal successeur nous avons x6-1U [yﬂf‘[xc-l)] 13 ><‘S = yﬂg(xs-l)
car xs-IEy. yﬂf(xs-ll £y, xs-lsg[xs-ll et yﬂf[xa_ll 3 g[xs-l) puisque
yﬂ-F[xs-l] c f‘(xs-ll e g(xs_ll qui vient de f=g. Le théoréme 4.1.1.0.2
implique alors que lfp(Ax.yMg(x}) approche luts(Ax.xU (yff(x)))(1)
supérieurement. Soit <t6:6 e ul{L)> 1'itération croissante partant de L et
définie par f et soit <26:6 e ulL)> 1'itération croissante partant de 1 et

définie par Ax.x i (yfif(x)). Nous avons tm = O Supposons que to=z*

pour tout a<é., Si § est un ordinal limite alors t6 = Ut®-= Uz* = z‘s.

a<d a<d

§-1 _1. Comme t‘s_1
B ICSIR I IPLI R
utynez®hy.

=26} et en particulier

Si 6 est un ordinel successeur alors en particulier t
-1 3

t8 = f(t6 ) = Ifp(f) € y nous avons yf'H’[z's . yOf(t

81 ¢ #2871y 11 vient £ = f0t%h) - 525 -,

8

§
z
1

= n

8-
Comme z oL
Par induction transfinie nous concluons {¥6 e u(L), t
luig(Ax.x U lyNF(x)33(1) = Zugs{Ff){1) = Lfp(f). En plus il est facile de
montrer que chaque terme de <x6:6 e u(L)> est inférieur au terme correspon-
dent de 1'itération décroissante partant de y et définie par Ax.x[lg{x)
(2.5.1.0.2) ce qui permet de conclure que lfp(f) € ILfp(Ax.yMg(x)) €
1lts(Ax.xMNglx))ly) £ y.

Fin de la preuve.

THEOREME 4.3.2.0.5

| Soient L{E,.,T,il,M) un treillis complet et gemon{L~+L} alors
]
LAy.pr(Ax.yI’lg(xl] est une fermeture inférieure de L plus petite que g.

Prewve : Posons h = Ay.lfp(Ax.yllg(x}). Le théoréme 4.3.2.0.5 montre que
h est réductive. De plus yt& z implique Ax.yiig(x) e Ax.zllg(x) et
lipOax.yMg(x)) = Lfp(Ax.zMg(x)) (4.3.0.1) ce qui moentre qus h est mono-
tone. Soient <x's:65u[L]> et <y6:éeu(L)> les itérations croissantes
partant de L définies par Ax.yl[l1g(x) et Ax.h(y)MNgi{x) respectivement
(2.5.1.0.1). Comme <x6:65 ul{L)> est une chaine stationnaire de limite h(y)

0 0
nous avons pour tout §eull), x65 h(y). Pour §=0 on a x =y = L. Supposons
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gue pour tout a<§ nous ayons x°=yu. Si § est un ordinal limits il vient

x6 = ux®s u y°' = ys. Si ¢ est un ordinal successeur alors x‘s-l-'ys-l et
a<é a<§

v® = htyngy® ) = hiyi NeGE) =Ygty ng®1. comme xS & hiy)

et g est monotonse nous avons g(xs-l) g glhly)) donc g(h(y]]ﬂg[xc-l,) = g(xa-l)

ce qui donne y6 = yﬂg(xs-ll = xs. Par induction transfinie nous avons en

particulier hly) = Zufa(Ax.yMg(x))(L) = lute(Ax.hiy) Mg(x)) (L} = h(h{y)}.

Finalement Wye L, hly) = ylglhly)) & glhly)) = gly}.

Fin de la preuve.

Remarque 4.3.2.0.6

Connaissant gef une approximation supérisurs y de Ifp(f) peut, comme
précédemment, 8tre améliorée en Lfp(ix.y[lg(x)). Le procédé ne peut pas 8tre
répété pour une nouvelle amélioration de 1'approximation puisqus
Ay.lfp(Ax.yTig{x)) est idempotente. Notons que lfp(Ax.yMg(x)) est une
meilleure approximation de Lfp(f) que llig(Ax.xMg(x))(y) qui d'aprés le
dual du théoriéme 2.5.4.0.2 est la plus petite valsur de L qui psut &tre
obtenue en utilisant U, M, g et y. Comme nous 1'avions observé a la remarque
4.1.1.0.9 nous avons obtenu une meillsure amélicration de 1'approximation
supérisure y de Ifp(f) en utilisant 4.1,1.0.1 avec Ax.yMf(x) plutst qu'en
utilisant 4.1.1.0.7 en partant de y. Ceci nous améne & revenir sur la
remarque 4.1.1.0.9 pour noter que si y=IDAS(f,ICAS(f,1)) nous avons
ICAS{Ax.yilf(x),1)=y quand la méme technique d'extrapolation est utilisés
pour calculer ICAS(f,L1) et ICAS(Ax.y[lf(x),1), (par exsmple, en choisissant
le méme V dans 4.1.2.0.5). A nouveau 11 n'est donc pas possible d'améliorer
Yo
Fin de la remarque.

THEOREME 4.3.2.0.7
e

‘ Soient L(%,4,T,U,M) un treillis complet et f, gemon{L-+L).
| {{dyelL : yegfp(f)} et {gs+}}
L = {y = lutsa(Ax.xUg(x)}y) e gfp(Ax.yUglx)) & gfp(£)}.
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4.4 NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

Les techniques d'approximation de points fixes connues en analyse
numérique (par sxemple Amman{1976], Kuhn & MacKinnon[19751], Rockafellar(19761],
Scarfl(1967], Todd{41976], stc...) ne nous sont pas trés utlles car nous
travaillons sur des espaces non numériques pour lesquels nous ne disposons
pas de notion de distance. En particulier nous ne savons pas donner de
mesure de précision des approximations.

L'idée d'approcher inférieurement et supérieurement un point fixe est
classique en analyse fonctionnelle (Krasnosel’'skii[18641]) et se retrouve
d'un point de vue différent dans Cousot & Cousot[1977al]. Toutefois les
exemples étalent donnés pour des approximations supérieures ce gqui ne
mettait pas en valeur les approximations inférieures. C'est pourquoi nous
avons systématiquement énoncé le dual de toutes les techniques d'approxima-
tion dans le paragraphe 4.1. En revanche dans le paragraphe 4.2 les résul-
tats duaux sont laissés implicites.

Le paragraphe 4.1 sur les méthodes itératives d'approximation de
points fixes basées sur une accélération de la convergence par extrapolation
est une formalisation des algorithmes utilisés dans Cousot &

Cousot[1975a, 1976] bien gue 1'idée gue ces algorithmes reposent sur
1'approximation de solutions de systémes d’équations associés & un programme
y soit encore implicite. Elle est explicite dans Cousot & Cousot[1977al.
Parallélement M. Sintzoff et A. van Lamsweerde ont développé des méthodes

de calcul ou d'approximation de points fixes pour résoudre leurs problémes
de construction ou d'amélioration de programmes non-déterministes
(Sintzoff[1877a, 1977b], van Lamsweerde(15771) ou paralléles (ven Lamsweerds
& Sintzoff[1976]).

La formalisation de 1l'idée de simplification de systémes d'équations
{paragraphe 4.3) au moyen d'une fermeture (paragraphe 4.2) a son origine
dans Cousot & Cousot[1975, 1976, 1977al ol nous utilisions une paire de
fonctions adjointes. Le lien avec la notion de fermeture est fait dans
Cousot & Cousot{1977d3, Cousot[1977b, 1977c]. Outre les résultats connus
sur les fermetures que nous avons rappelés dans le paragraphe 4.2 sans en
donner les preuves et en mentionnant l‘auteur, nous pouvons citer
Achachei 1969], Dubreil-Jacotin et al.[1963], Dwinger[1854, 19551,
Isekil1951], Ladegailleries(18731, Monteiro[1945], Monteiro & Ribeiro(1942].
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Morgadoi 1960, 1961, 1962a, 1962b, 1983, 1964, 1965a, 1965b, 19661,
Ore(1943a, 1943b], Ward[1942]. La seule utilisation (autre que la nétre)
de la notion de fermeture que nous ayons trouvée en informatique est
Scotti18761.
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5. ANALYSE SEMANTIQUE APPROCHEE DES PROGRAMMES
ET APPLICATIONS

Dans le chapitre 3 nous avons ramené le probléme de 1’analyss sémanti-
que d'un programme au probléme de résolution des systdmes d’'équaticns séman-
tigues en avant et en arridre associés & ce programme. Certains problémes
d'analyse sémantique des programmes comme celul de la terminaison (Manna
[1974, §4.2.]) ou celui qui peut paraitre plus simple de déterminer les
expressions constantes d’un programme (Reif & Lewis[1977]) étant indécida-
bles, la solution de ces équations sémantiques n'est pas calculabls automa-
tiguement. Méme une résolution manuelle est souvent extrémement difficile
(comme, par exemple, dans le probléme ouvert de montrer gue le programme
suivant se termine par toute valeur initiale entiére positive de n :

tantque n=1 faire

n := si pair(n) alors n/2 sinon 3n+1 finsi;

refaire).

En pratiqus il faut donc se contenter de réponses partislles aux gques-
tions sur la sémantique d'un programme. Par exemple il est facile de mon-
trer que le programme cl-dessus se termine pour toute valsur initiale de n
positive et égale & une puissance de deux et ceci constitue une réponse par-
tielle au probléme de terminaison du programme. Dans un autre domaine un
compilateur peut se contenter d’une réponse par "oui" ou "je ne sais pas” &
la question "est-ce que telle expression est constante en tel point d’un pro-
gramme?”. En effet si le compilateur peut montrer que l’expression est cons-
tante il en calculera la valeur une fois pour toutes avant 1'exécution tandis
que s'il ne éait pas il produira du code machine pour que ce calcul soit fait
3 l'esxécution du programme. .

Pour procéder & 1'analyse sémantique approchée d'un programme nous pro-
posons de calculer une solution approchée des éguations sémantiques en avant
et en arriére associées & ce programme. Il s'agit donc d'appliquer les mé-
thodes de résolution approchée développées au chapitre 4 aux équations sé-
mantiques considérées au chapitre 3. Nous montrons comment, ayant choisi une

classe particuliére de propriétés des programmes apportant des réponses & un
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probléme donné, les résultats du chapitre 4 permettent de construire un al-
gorithme réalisant automatiguement 1'analyse d'un programme quelcongque pour
cette classe de propriétés. Nous illustrons la méthode en construisant une
liste d’'exemples d’'algorithmes d'analyse sémantique approchée de programmss.
Cette liste ne saurait é&tre exhaustive car nous avons préféré développer une
méthodologie de 1'analyse sémantique approchée des programmes plutdt que,
comme c’est souvent le cas pour les recherches en informatique, de traiter
des problémes particuliers pour lesquels on fournit une implémentation hati-
ve dont il est impossible de tirer le moindre enseignement. Enfin lss exem-
ples que nous avons sélectionnés sont principalement orientés vers des pro-
blemes de compilation car les solutions jusqu'ici non satisfaisantes de ces

problémes sont d'un intérét économique considérable.

5.1 CONCEPTION D'UNE TECHNIQUE D'ANALYSE APPROCHEE DES PROGRAMMES POUR
UNE CLASSE DONNEE DE PROPRIETES SEMANTIQUES

Pour concevoir une méthode d’analyse sémantique des programmes il faut
d'abord envisager les questions que 1’on veut se poser sur les programmes.
Ensuite nous proposons de déterminer & 1'aide des résultats du chapitre 3
comment une approximation supérieure ou inférieure des solutions des systé-
mes d'équations sémantiques associés au programme permet de répondre 3 ces
guestions. Enfin le chapitre 4 offre un choix de méthodes de résolution

approchée des équations sémantigues.

Zzxemple: Au probléme "trouver le domaine de terminaison d’'un programme T"
nous pouvons donner une réponse en calculant pr(B“(Ax.ngl]]E, (définition
3.5.0.1 et théoréme 3.5.0.5). Une réponse partielle peut consister & déter-
miner un sous-ensemble du domaine de terminaison. Ce type de réponse appro-
chée est alors obtenu en caractérisant un sous-domaine de terminaison par un
prédicat R tel que R = pr(Bﬂ(Ax.XEEE)JE. Ainsi pour calculer une approxi-
mation inférieure du plus petit point fixe de AP.{An.[({{n#1) et pair(n) et
P(n/2) ou ((n#1) et impair(n) et P(3n+1)} ou (n=1)]} nous pouvons simplifier
en AP.{An.[(pair(n) et P(n/2)) ou (n=1)1}1} ce qui donne R=An.{}k20 : =2},

Fin de l'exemplie.
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Si dans le cas d'une analyse manuelle nous pouvons nous contenter d'é-
noncer des principes de résolution approchée des éguations sémantigques (ce
qui leisss la liberté de choisir la meilleure méthode en fonction de chaque
programme particulier) il faut dans le cas d’une analyse automatique fournir
un algorithme de résolution approchée des équations sémantiques qul permette
d’analyser n'importe quel programme. Dans ce dernier cas nous proposons pour
un probléme donné de choisir un type particulier de réponses au probléme po-
sé. Alors le chapitre 3 offre une méthode de conception d'un technique d'a-
nalyse approchée des programmes pour cette classe donnée de propriétés sé-

mantiques.

Par exemple soit w un programme comportant n variables X saveaX a va-
leurs dans U et o points de programme al,...,aa ot a et ay sont respective-
ment les points d'entrée et de sortie du programme. Pour répondre & la
question "quel est le domaine des valeurs possibles des variables du pro-
gramme au cours d’uns exécution quelcongue du programme” nous pouvons calcu-
ler Zfb(F"(¢))[définitinn 3.3.0.1 et théoréme 3.3.0.2). En fait tout
Pe[Pn}q=(Un-+{x£§1,fEE§ha tel que pr[Fw[¢)J=>P apporte une réponse partielle
au probléme en caractérisant un sur-domaine des valeurs possibles en chaque
point du programme. Il y a généralement une infinité de P qui sont une ap-
proximation supérieure de pr(F“(¢)) mais certains sont plus instructifs que
d'autres pour résoudras un probléme donné. Dans une analyse manuelle on ju-
gera intuitivement de la forme la plus intéressants de P au cours du calcul
de P lui-méme. Au contraire dans une analyse automatique nous ne pouvons pas
compter sur 1l'intuition pour orienter le calcul de la solution approchée.
C'est pourquoi nous proposons de déterminer la forme la plus intéressante
des solutions approchées avant de commencer 1'analyse, ce qui revient & dé-
terminer a priori un sous-ensemble R de (Pn]a de sorte qu'une approximation
supérieure P de pr(Fﬂ[¢)) dans R apporte une réponse partielle au probléme
donné qui soit intuitivement satisfaisante. Pour que tout prédicat P de
(Pn]a ait une meilleure approximation supérisure p(P) dans R il faut et il
suffit que R soit une partie de Moore inférieure, c'est-a-dire que p doit
&tre une fermeture supérieure de (Ega telle que E(Pn)a=R. (théorémes
4.2.2.0.1 et 4.2.2.0.4). Si R n'est pas une partie de Moore inférieure nous
savons construire la plus petite partis de Moore inférieure R contenant R,
(théoreme 4.2.2.0.5). La plus petite fonction monotone de R dans ® plus
grande que E“[¢] restreinte a ® est alors EuF“[¢]oE (paragraphe 4.2.8) et
d’aprés le théoréme 4.3.1.0.1 nous avons pr(F“[®]) = pr(po(F"[¢))°3].
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Le choix d'un espace R de propriétés approchées a en quelque sorte permis de
simplifier le systéme d'équations a résoudre puisque le calcul de
ZfP(E}(F"(¢]J°3) revient & calculer la plus petite solution du systéme d’&-
guations approchées X=E[F (¢)) (X} défini sur R. Ce systeme d'équations ap-
prochées est plus simple gue X= F (¢p) car il porte sur un aspace R de pro-
priétés plus simple que (P i En particulier R sera choisi pour que ses
éléments soient facilement représentables en machine. Toutefois 1'évalua-
tion de poF {¢$) en machine pose les mémes probldmes gque celle de F (¢) puis-
que les éléments de (P 1% nvont pas de représentation canonique ce qui rend
le calcul difficilement automatisable principalement & cause des problémes
de simplification. C'est pourquoi nous proposons d'évalusr poF () a 1a
main. ou plus précisément, d'élaborer manusllement un algorithme pour calcu-
ler DoF"[¢] ou, si c'est trop difficile, de construire un algorithme pour
calculer ?% emon(R+T) tel que Eon(¢J = ?& de sorte aque

Lfp(poF, (9)) = Ifp(F ) (voir théordme 4.3.0.1 également 4.3.1.0.1-2).
Pour éviter d’avoir & faire ce travail pour chaque programme particulier m
on élaborsra directement un algorithme de construction du systdme d'équations
approché X=F%(X) associé & un programme T quelcongue. Trds souvent toutes
les propriétés approchées & déterminer en chaque point du programme seront
de la méme forme ce qui revient & choisir EE[(Pn]a > (Pn]aJ de la forme
p=(°1""5a] ot 31=52=...=5;=p avec pe[Pn > PnJ. Dans ce cas & chaqgue régle
X =F (X ""'XaJ de la définition 3.3.0.1 correspond une régle approchée

Xy Fi[X seeesX ) ol Xjeﬁ et BQFi => F;. L'algorithme permettant d'associer

a tout programme m le systeéme d'équations approché X=?%[X] peut &tre &crit
une fois pour toutes les applications en le paramétrant par 1ls représentation
machine des éléments de 7 et les fonctions correspondant aux régles 6lémen-
taires. De méme le travail d’écriture des algorithmes de résolution des sys-
témes d'équations approchés X=F“(X) sera fait une fois pour toutes. On dis-
tinguera le cas ol R satisfait la condition de chaine ascendante ce qui per-
met d'utiliser 1'un des théorémes 2.9.1.0.2, 2.9.2.0.2 ou 2.9.3.0.9 pour cal-
culer itérativement & partir de 1'infimum de R la plus petite solution de
X=F“(X] et ce, en un nombre fini de pas. Dans le cas ol la convergence n'est
pas naturellement garantie la remarque 4.1.1.0.9. nous indique d’utiliser uns
itération croissante approchée supérieurement (4.1.1.0.1) suivie d'une ité&-
ration décroissante approchée supérieurement (4.1.1.0.7), Cet algorithme se-
ra paramétré par un élargissement supérieur (4.1.2.0.5) et un retrécissement
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inférieur (4.1.2.0,16) qul doivent &tre choisis pour chaque application.

En résumé, pour définir un algorithme d’analyse approchée des programmes
piur une classe domnée de propriétés sémantiques nous proposons:

1 - De choi§ir une fermeturs (paramétrée par le nambre n de variables) de
Pn ce qui détermine un sous-espace T ds propriétés approchées,

2 - D'utiliser cette fermeture et les définitions des régles de construction
des systémes d'é&quations sémantiques en avant ou en arrizre pour élabo-
rer & la main les rdgles de construction des systémes d'équations appro-
chés,

3 - D'écrire 1'algorithme psrmettant d'associer & tout programme les systé-
mes d'équations approchés (en avant et/ou en arriére),

4 - D'écrire un algorithme de résolution de ces systeémes (en utilisant éven-
tuellsment les méthodes d'accélération de la convergence si celle-ci n'’est

pas naturellement garantie en un nombre fini ds pas).

Nous donnons tout d'abord des exemples trés simples dont 1'intérét est
d’illustrer la méthode en détail. Nous abordons ensuite des exemples plus
complexes qui traitent de probldmes conerets. En particulier 1'utilisation
d'analyses sémantigques en arridre et la m&thode de combinaison des analyses
sémantiques en avant et en arriére est dévaloppéé ét illustrée dans les pa-

ragfaphes 5.6 et 5.7.

5.2 EXEMPLE DE LA DECOUVERTE AUTOMATIQUE DU SIGNE DES VARIABLES NUMERIQUES
D'UN PROGRAMME PAR UNE ANALYSE SEMANTIQUE EN AVANT APPROCHEE SUPERIEURE-
MENT

L'intérdt de cet exempls trés simple est de fournir un support intuitif
illustrant notre technique d’analyse approchée de propriétés sémantiques des
programmes.
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5.2.1 Définition d'un espace de propriétés approchées par une fermeture
supérieure

Pour étudier le signe des valeurs des variables d‘un programme 7 il faut

n
déterminer en chague point du programme des invarients du type EIjxiriD]

ol ry est une relation d'inégalité > ou <. Ayant choisi cette %ﬁgsse parti-
culiére de propriétés sémantiques, nous procédons a la construction de la
fermeture supérieure correspondante.

Nous retrouverons souvent le cas d'un espace de propriétés approchées
ne faisant pas intervenir de relations entre les variables XpseeesX o Par
exemple une approximation supérieure de P=i{x,y).[(x2y>0) ou (x=y=0)] ol 1'on
ne considére que des relations faisant intervenir une seule variable est
Mx;y}.(x20 et y20). Pour définir une telle approximation par uns fermsture

supérieure nous procédons comme suit:

Posons pour j = 1,..4,n ¢
g, € Pn-*P‘ ol Pn=(Un+B) et B={vrai,faux}

n-1
--.aneu :

P[V1"'°-VJ-1'X'VJ+1""'Vn]}]

g, = XP.[AX-{}(Vl,..-,V

[ I S |

3=t Vgae

n
Q@ e Pn*[Pl)

n n n
@ = aP.(a](P),05(PY,...,0 (P))

Y e (P 2P

n
Yy = A[P1""'Pn]'[A[xl""'xn)'gig Pj[xj))]

T :ye@ € (Pn->Pn)

n
£ = AP.LALX Levesx ). (ET 00(PI(x,))]
1 0 =l 1 J

-
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Schématiquement on a:

P

n

On vérifie que ¢ est une fermeture supérieure de Pn (définition 4.2.1.0.1)

et que c(Pn] gst 1'ensemble des prédicats portant sur Xy seensXy et n'expri-
mant pas de relations entre ces variables, c'’est-a-dire que ;(Pn] est complé-
tement isomorphe 3 [Plln = (U -+ {xsgl.fggz})n par 1'isomorphisme complet Y

dont l'inverse est @.

Les prédicats portant sur une seule varisble pouvant encore &tre trés
complexes nous introduisons une fermeture supérieure n sur P; pour ne retenir
que les propriétés des variables qui sont intéressantes pour un probléme don-
né. Par exsmple, pour étudier le signe des valeurs des variables nous pou-
vons choisir des prédicats de la forme Ax.({x=Q), Ax.(x20 ou x=Q),

Ax. (x>0 ou x=Q), Ax.(x<0 ou x=2), Ax.[x<0 ou x=Q). On suppose que Qel

est la valeur des variables non initialisées. Nous avons choisi des prédicats
en disjonction avec Ax.(x=0) puisqu'il semble a priori difficile d'étudier

la bonne initialisation des variables sur l'unique base de leur signe. 0On
notera également que cet ensemble n'est pas une partie de Moore inférieure
puisqu'il ne contient pas Ax.(x20 ou x=R) et Ax.(x<0 gu x=R) = Ax.(x=0 ou
x=Q). Dans ce cas il y a deux approximations possibles pour le prédicat
Ax.(x=0) en l'occurrence Ax.(x20 ou x=R) ou Ax.(x<0 ou x=R). Indépendamment
d'un programme particulier il n'y a pas de meilleure approximation du prédi-
cat Ax.(x=0) car par exemple, 1'approximation Ax.(x20 ou x=Q) dans:

x:=0 {Ax.(x20 ou x=0)}; x:=x+1 {Ax.(x20 ou x=Q)};
conduit & une analyse plus fine que l'approximation A}.(xsﬂ ou x=£2)

x:=0 {Ax.(x<0 ou x=Q)}; x:=x+1 {Ax.vrai};
tandis que,

x:20 {Ax.(x<0 ou x=2)}; xi=x-1 {Ax.(x<0 ou x=Q}
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est meilleure que :
x:=0 {Ax.(Ax. (x20 ou x=Q)}; x:=x-1 {Ax.yrai};

Pour définir une approximation d’un prédicat qui soit la meilleure pour tous les
programmes & analyser il faut qu'il existe un meilleur choix possible sur la
seule base de 1’ordre sur le treillis P qui est notre seule "mesure" de la
qualité de 1'approximation. Pour cela il faut qu'il existe une approximation
supérieure plus petite que les autres ce qui conduit & choisir un ensemble de
propriétés approchées gqui soit une partie de Moore inférieure {ce qui est tou-
Jours possible en utilisant le théoréme 4.2.2.0.5). Dans notre exemple nous

définirons donc:

n = AP.cas

P => Ax.(x=0) > Ax. (x=82);

P => Ax.(x=0 ou x=Q) = Ax.(x=0 ou x=Q);
P => Ax. (x>0 ou x=R) * Ax. (x>0 ou x=2);
P => Ax.(x<0 ou x=0) > Ax.(x<0 ou x=02);
P => Ax.(x20 ou x=Q) > Ax.(x20 ou x=2);
P => Ax.(x<0 ou x=R) -+ Ax.(x<0 ou x=0);
P => Ax.vrai + Ax.vrai;

fincas;

Pour représenter les éléments de n(Pl] en machine nous utiliserons le

treillis suivant:

qui est isomorphe au treillis H(Pl) par 1'isomorphisme o:

o = AP.cas P dans

Ax. (x=02) > 1
Ax.(x=0 ou x=Q) » 0 ;
Ax. (x>0 ou x=0) »> + ;
Ax. (x<0 ou x=Q) + - ;
Ax.(x20 ou x=) > + ;
Ax.(x<0 ou x=Q) + = ;
Ax.vrai — - T,

fincas;
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QOnt 1';nvsrse‘sera noté u_l. A ce point la situation est la suivante:

Le plus simple étant de fairs la méme approximation pour toutes les variables
du programme on vérifis aisément que:

n= APy, eeuiP ). (n(Py J,n[PzJ....,n(Pn))
est une fermeture supérieurs de (Pll et que HIPT] est complétement isomorphe
aLn par 1’isomorphisme complet:

o= A(P;,...,P ). (Q(Pll,a(F’z],...,a[P 1)
dont 1'inverse est:

Rl -1
¢ = A[vl,...,vn] o (vi),a (vzl,..., a [v 1)
D'aprés le théorsme 4.2. 4 0.6 on a défini une fsrmsture p sur P par:
p= Y°n°@°C
et p(P ) est 1somorphe a " par ao@ dont l'inverse est Y°G _l. On a donc
une image approchée supérieurement de P facilement représentable en machine:
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Ayant défini une fermeture p sur Pn il est naturel de définir la méme appro-
ximation en chaque point du programme {mais ce n'est pas une nécessité) et
1'on obtient une fermeture p sur (Pn)a par:

P = A[Pl,...,Pa).(p[Pll.p[PzJ,...,p[Pa]].

5.2.2 Détermination des régles de construction du systéme approché d'équa-
tions en avant associé & un programme

D'aprés le théoréme 3,3.0.2 le signe des valeurs des variables au cours
d'une exécution d'un programme T commengant dans un &tat satisfaisant ¢
est E(pr[Fﬂ(¢)] ce que nous approcherons supérieurement par
lfp(E,F"(¢]|BT[Pn]a]]- Ayant choisi de représenter les éléments de BT(Pn]a]
en machine par des éléments de (Ln]a nous déterminons & la main une repré-
sentation machine de (E}F"(¢)|ET(Pnla]). Pour le faire indépendamment d'un
programme particulier m il faut établir les regles ds construction d'un sys-
téme d'équations approché X-F%($][X] sur (LM . Ces régles seront justi-
figes en démontrant que {[ooF“(¢]j°D] => (YO _IOF%(EW o0o@)} car d'aprés
le théoréme 4.3.0.1 ceci implique pour tout j=1,...,0 que {pr(F,"(tb]JJ =
1fp(5}Fﬂ(¢]oﬁjj = yoa—ltlfp[ﬁ;(ﬁjljl}. Nous établissons et justifions ces

régles comme suit:

Entrée du programme:

Si aj est le point d’entrée du programme alors XJ=EB@°Q(¢] et ce calcul
est fait & la mein, 1’utilisateur spécifiant directement les conditions
d'entrée par un &lément de L plutdt que par un élément de Pn' D'ailleurs
dans la plupart des cas la spécification d’entrée est standard (les plus
simples étant aucune des variables n’est initialisés (L,1,...,1) ou toutes

les variables sont initialisées & des valeurs inconnues (T,T,...,T})

Jonetion de chemins:
Si aj est le point de programme suivant une étiquette précédée des points

de programme a, ,...,a, , alors X,= [+ X, ou l! est 1l'union dans le treillis
4y ik 3 L=1 iz

LN, 1, T,
Pour justifier cette regle il faut montrer (théoréme 4,3.0.1) que :

n.k 3 - =1 — o) k
VO beeenXg D6, p0 00 Yo@ T (X 1) = Yo@ T L U X, )
i k e 2 f=1 ¢




(=l

(Intuitivement, les calculs sur L" doivent 8tre une approximation supérieure
des calculs sur p[PnJ, 1'idéal étant d’obtenir une égalits, ce qul est le
cas pour cet exemple].
Comme p = Yoho@eZ = yono@eye@ = yene@ il suffit de mantrer que:
- X -1 —-1 &
ne@( OU Yoo (X, D=0 Cux )
=1 3 =1 "%

.

On procéde composante par composante ce qui revient 3 montrer que VYm=1,...,n

on a:
n K -1 -1 k
neo (0L Yea [Xi ) =a (u [Xi ) )
M= 2 IS
sait

k n 3
n -1 -1
n Om[eg (k(xl....,xn).(;ii o [xigljtlen]- o (Lgltxil]m]

a”’ est un isomorphisme complet de L dans n{Py) et 1'union dans n{Py) est

donnée par le théorgme 2.3.0.1. Il faut donc montrer:

o k n 1 k a1
nocm(A(xl,....xn).(g_L_l_(_T o (Xi ]J(xJ]])) =n(oy a ( Xil)mn
j=t |3 2=1

2=l
Eliminant n et remplagant c; par sa définition, il vient:

k -
ol = Dl (™ET * "u ' (x, "), (v, )
n = 1373

Ak A3V, eaasv v
1 m-1 =1 §=1,4=m

mel 2t

-1
et (a (Xio]m(x)DD

Pour 3¢{1,...,n}-{m}, en choisissant v ,=Q on a toujours q._‘[Xi )J[vJ] qui
2

J
=1
est vrai car o (Xi ) est de la forme Mx.(( x=Q)ou...) et 1'on abtient:
L

K -1
ou (o (xi 1)
Z=1 OF

ce qui termine la preuve.

gl

Nous examinons le cas ol aj est le point de sortie vrai d'un test
p. Pour simplifier nous suppnséns gue p est de la forme A(x,y).(x=y),
Alx,y). (xzy), Alx,y).(x>y) ou Alx,y).(x2y). (Ceci n'est pas une limitation

théorigue car les autres cas peuvent se traiter par composition en utilisant
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1l théoréme 4.2.8.0.4.(c)-(d). Ainsi (si x<y alors I sinon I finsi) est

équivalent & (si y>x alors I, sinon I, finsi), de méme (si x=0 alors ...}

est équivalent & (z:=0; si x=z alors ...),(si (x=z) et (y>z) alors ...) est
équivalent & (si x=y alors (si y>z alors «..)finsi;), etc. Bien sOr en
pratigue il est plus efficace de considérer les tests sous la forme générale
donnée dans le langage, mals les calculs sont trop longs pour les donner ici
et ils n'apportent:.rien & la compréhension du sujet).

Soient Xj et xian respectivement associés sux points de sortie EZEl aj
et d'entrée a

i
la valeur de XJ gul doit &tre égale ou supérieure &:

d'un test de la condition p. Connaissant xi il faut trouver

@olop(test(p) (yea " (X, 0
Comme Ge@ep = Ge@oyeno@of = Gono@eys@ = @ems@ 11 faut trouver d'aprés la
définition 3.3.0.1 une approximation supérisure de:

— —1

aono@(ktxl,....xn).{yoa (X 0xp,eeenx ) BT (Xysenusx ) edomlp) gt

p[xl.....xn)}
_—— —_—1
= aono@(l(xl..-..xn].{vea [Xi)(xl,....xn] 8t p(xl.....an}

car g, n et @ sont monotanes. On ignore donc la possibilité que le test
soit incorrect. Nous poursuivons ls calecul composante par composante, et
pour g=1,...,n il faut trouver une approximation supérieure de:

a“noog(k(xl,...,xn].{Ynahltxi)(xl,....xn) et p(xl,...,xn)}l

= Qo 3 net . ol
o n(Ax.{]vl,....vq_l,vq+1,...,vn]hu T Yoo (Xi](vl,...,x,....vnl st
p(vl,...,x,....vn]})

- n-1 u -1 -1
a n(Ax.{}(vl....,vn)eU : £=1§%¥q(a [Xilgltvzl et (ac (XquJ(x] st

p(v!....,x.....vn)})

- Si la variable xq n'intervient pas dans le test on a pour tout ern.
p(vl,....x,...,vn) = p(vl,...,g,...,vn). Donc choisissant, Vi ® oeee

2 vq-x * Vgey = oeee T VA 2, on peut simplifier:

= o ~1 =
aen(a (Xi]q] (Xi]q

Pour toutes les varisbles n'intervenant pas dans le test on choilsira done

(X,)
J'a

du test.

= (Xi]q. Pour les autres variables le choix dépend bien évidemment




L =E]

SISk p=A[x1,...,xm].(xq=xr] alors il faut trouver une approximation supé-
risure de:

= n
aonOx. {Hvi,eeev Jel™ 1 BT (a0 )(v.) et (0 '(X.] )(x) et
n o i“g T = i'g —
=1,92q x=v 1)
T

uan(xx.{}vreu~: [a"[xi)q)(x] et (a"(Xi]r(vr] et X=Vr})

-1 o =l
aen{a (X)) et a7t ix,) )

{aonea™ (X,) M aenea~l(x,) } par n est une fermeture, le théoréme
i‘q i'r

2.3.0.1 et o est un isomorphisme complet de n(Pl) dans L.
= (X n
( i]q (Xi]r
On conclut donc que si Xi est associé au point d'entrée ai d’un test xq=xr,

ona X, = X, (x +x Mx_, x «x Mx ) sur l'arc de sortie vrai, cette notation
3 i g " °r 'q’r

signifiant (xj)m=txilm pour me{1,...,n}-{q,r} , (xj)q=(xi)qui)r et
(XJ]r=(Xquﬂ[Xi)r

- 81 p=A(xl....,an.(xq2xr] alors il faut trouver une approximation supé-
rieure de:

n
_l il _l
aon{Ax. (Ivi,ee,v eli™ s ET (@ 1(X,),)(v,) et (@”1(X,) )(x) et
n L=1,02q, L=r 15 £ G,

(@t (X)) v,) et xzv 1)
- aanth.{}vr:(a-‘(xilqltx) et (@7 (x) v et xev ]}
Cn peut poursuivre 1'étude par cas:

1S (a'I(Xi]r)(vr) = (vr=Q] alors x2Q n'est pas défini et 1'on peut con-
sidérer que la sémantique du langage spécifie qu'aucune des deux bran-
ches de sortie du test n'est empruntée. Ceci revient a dire que le test
est faux pour la branche de sortie vrai (et vrai pour la branche de
sortie faux):
aon(Ax.faux) = aldx.(x=0Q) = 1

- Si (a‘l(Xi] Jlv )} = (v_=0 ou v_=) alors:
T ) =

= aen(Ax.{Iv_:(a 1 (X,) )(x) et ((v_=0 ou v_=0) et xzv 1}
i i'g - '3 - r — r
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= aon[Ax.{}vr:[a"(Xi]qJ(x] et (v =0 st xav ) ou (v =Q et xzvr)]}]
Comme x2? est faux, on obtient:

- aenOixe (a7 () ) (x) st (x20))

=>aon[Ax.{(a"(Xi)q)(x] et (x20 ou x=Q)}

= aonoa“[Xqu M aonea™! (#)

= (Xi)q mn+

On voit que 1'on obtient la m8me chose quand (a"(XilrJ[er = (vrzo au

= -1 = =
v ) tandis que pour (o (Xilrlfvr] (vr>0 ou v, Q) on obtient

(Xi]q n+.

. _l = =
Si (o (Xi]r][Vr] [vrsD ou v, Q) on doit approcher supérieurement
aonOx. (v (071 (X)) ) 1x) et (v S0 st xav 0D = (X))

Méme résultat quand [Xilr =T ou -,
On psut poursuivre cette &tude pour toutes les alternatives pour p et cons-
truire les régles de compositions pour les tests comportant des et ou et non.
Il est inutile de la mener plus avant parce que dans cet exemple on peut fai-
re confiance & 1l'intuition. Nous retiendrons toutefois, que la théorie four-
nit un excellent guide pour déterminer lss r&gles de construction du systéme
d'éguations approché. De plus on a une preuve qu'elles sont correctes ce qui

démontre du mé&me coup que l'analyse approchée de tout programme sera correcte.

Affectation :

Enongons tout de m&me bridvement la régle pour 1'instruction d'affectation.
11 suffit de remplacer dans le membre droit de 1’affectation les variables
par leur signe ainsi que les constantes dont la valeur absolue est différente
de 1 puis d'appliquer la r2gle des signes comme L1++=y , +hias , +=qmi,
+42=1, etc... On obtient alors le signe de 1'expression membre droit de 1'af-
fectation que 1l'on affecte 3 la variable du membre gauche. En résumé, 1'équa-
tion associée & 1'affectation,

" g

a xq 1= f(x,....,xn): A, AT

i
est:
xj = X e f X T e, (XD 1)

ot ¥ est obtenu & partir de f en appliguant la réple des signes.
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5.2.3 Résolution itérative du systéme d'équations approché dans le cas
d'une convergence naturelle et exemple

Donnons maintanant un exemple (Manna[1974], p.185). Il s'agit de
calculer [vx] quand x20:

{1}
(y,,Y,.¥3):=00,0,1);5
{2}
L:
{3}
{4} y2==y2“y31
si y,sx alors
{5} I
(6) lyay di=ly, +1,y,+2);
allera L;
finsi;
{7} )

Les régles que nous venons d'établir permettent d'associer asutomatiguement

le systéme d’équations approché suivant & ce programme:

EAR <(x.;),[yl.L].(yZ.LJ.(yg.Ll>

Py = Pyly,«0,y,«0,y3++)

P, = P, Ll Pg

Py = Pylyy+y,ty;)

P, = P,ly, + si x=1 alors 1 sinon y,MM(xU-) finsi, -
x <« siy,=1 alors I sinon x1{y,U+) finsi)

Ps = Psly <y +1,y3¢yst+)

o B P“(y2 « si x=1 alors L sinonsi {x=0) ou (x=+) gu {x=+) alors yzﬂ*
sinon Y finsi,
x <« si y,=1 alors isinonsi {y,=0) ou (y,=-) ou (y,=*) alors x[1-

sinon x finsi)

Comme L est fini, (LM)® est fini et le calcul ds pr(?}(ij) par approximations
successives converge en un nombre fini de pas.

Nous avons trouvé les résultats suivants:
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{1} Pl 1
{2} £ 0 o0 o+
{3} N
{4} M + + +
{8} « & +
{s} £ F § u
{7} + } ¥ s

A la suite de cet exsmple nous retiendrons que dans la conception d'un
algorithme d'analyse sémantique aprochée des programmes nous avons laissé a
1'ipnitiative humaine le choix de l'espace de propri&tés approchéss jugé sa-
tisfaisant pour résoudre un probleéme donné. Ce choix étant fait nous offrons
une théorie pour déterminer les régles de construction du systéme d’équations
approché. Comme 1l'exemple 1'a montré il s'agit uniguement de simplifier les
fonctions de transformation des prédicats approchés associés aux divers points
du programme. MNous avons laissé & 1'8tre humain le soin d'effectuer cettas
simplification mais une assistance de la machine dans les calculs symboliques
peut &tre envisagée. Ce travail ayant été fait une fois pour toutes, c'est
la machine qui associera un systéme d'équations approché a un programme par-
ticulier et le résoudra en utilisant une méthode itérative. Dans le cas
d’'une application oi la convergence n'est pas natursllement garantie il est
fait une fois pour toutes appel & 1'intuition humaine pour déterminer la mé-
thode d'approximation dynamique & appliquer, c'est-a-dire principalement pour

choisir un élargissement et un retrécissement (voir paragraphe 4.1.2).

5.3 EXEMPLE DE LA DECOUVERTE AUTOMATIOUE APPROCHEE DE LA PARITE DES
VARIABLES ENTIERES D'UN PROGRAMME

Un autre exemple aussi simple est celui de la détermination de la parité
des variables d'un programme. Soit n le nombre de variables enti2res
Xis eaes X du programme. Nous considérons une image approchée supérieure-
ment L" du treillis complet Pn des prédicats sur ces variables définie
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comme suit:

L = pair impair

n
Y = A(vl,...,vn].[A(xl,...,xn). ;E% YI(VJ](xj)]

Y,= Awcas v dans
1 > Ax. (x=0) 3
pair - Ax.((x modulo 2

impair + Ax.({x modulo 2

0) ou (x=Q)};
1) ou (x=Q));

T -+ AX.vrai;
fincas;

On notera que Y sst un morphisme injectif complet pour 1l'intersection de
sorte que le théoréme 4.2.7.0.5 fournit 1'abstraction correspondante. Nous
ne détaillsrons pas la méthode pour associer un systéme d’'éguations approché
4 un programme (5.2.2) et nous donnerons simplement un exemple (produit de
deux entiers a et b):

{13 r:=0; 1:=1;
jusqu'd i=abs(b) faire

{2}
ri=r+a; 1:=1+1;
{3}
refaire;
{a} =
si b<0 alors r:=-r; finsi;
{s}

Soient 0,8 les parités des valeurs initiales des variables a et b. Le sys-
téme d'éguations approché associé 2 ce programme est:
Xy = <(a,a),(b,B),(r,pain), (i,impair)>
Xy, = XpLiXg
Xy = X, (rer+a,i«i+impair)
S 0X, UX, ) (i«1 b, bedi Mb)

x'a

X5 = X,
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On notera que le test i=abs(b) apporte 1'information que la parité de i st
abs(b) c'est-a-dire de i et b doit gtre la méme guand ce test est vrai. Par
contre les tests ifggitb] et b<0 n’apportent aucun renseignement concernant
la parité. Les expressions arithmétigues sont traitées en utilisant les

régles pair+pair*pair, pair+impair-impair, impair+impair +pair, etc... Le

treillis L" étant fini, la plus petite solution de ces équations est obte-

nue par une itération finie.

Si a est initislement pair et b impair nous avons obtenu:

X, = <(a,pair), (b,impair], (r,pair), (i, impair)>
X, s X, = <(a,pair), (b, impair), (r,pair),{i,T)>
X, s X5 = <(a,pair), (b,impair), (r,pair), (1,impair)>

La perte de précision dans 1'approximation est mise en évidence quand an

considére les valeurs initiales a impair et b pair puisgue nous trouvons:

X1 = <(a,impair), (b,pair},(r,pair}, (i,impair)>
X, 0 X,y = <(a,impair), (b,pair), (r,7),(i,T)>
X, Xg = <(a,impair), (b,pair),{r,7), (i,pair)>

En fait quand la valeur initiale de a est impaire et celle de b est paire

la valeur finale de r & la sortie du programme sera pairs. Pour le démontrer
on utilise le fait qu’en additionnant un nombre pair de fois un nombre impair
3 lui-méme on obtient un nombre pair. Le raisonnement tenant compte de la
valeur de b, il est impossible de trouver ce résultat par une approximation

ignorant cette valeur.

5.4 COMBINAISON D'ANALYSES APPROCHEES : SIGNE ET PARITE DES VARIABLES
ENTIERES D'UN PROGRAMME

L'intérét de cet exemple est d'illustrer les résultats du paragraphe
4.2.3 sur la combinaison d'analyses approchées d'un programme par combinaison
des fermetures correspondantes.

Pour la régle des signes (sans considérer la possibilité d'étre stricte-

ment positif ou négatif) la fermeture supérieure est donnée par:
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TP > Ax.(x=) + 13
P % Ax.(x=0 ou x=Q) - 0;
P = Ax.(x20 ou x=0) + +;
P = Ax.(x<0 ou x=0) - *;
P = Ax.vrai - T3
fincas;

(Noter au passage que p, est obtenue & partir den (5.2.1) par la famille

d’idéaux principaux (4.2.5) engendrés par les supréma 4, tetd:

"
— = ¥
0
f
: f :
Pour 1'&tude de parité on avait:
p, = AP.cas
P = Ax.(x=Q} > 13
P = Xx.(x modula 2 = 0 gu x=Q) > pair;
P => Ax.{x moduloc 2 = 1 ou x=Q) - impair;
P = Ax.vrai > T

fincas;

D'aprés le théoréme4.2.3.0.10 pour calculer plL}pz il suffit de calcu-
ler 1'intersection des ensembles {1,0,%,%,7} et {1l,pair,impair,T} soit

{d,7} qui est une famille de Moore & laquelle correspond la fermeturse:

pll..'o2 = MP.cas
P = Ax.(x=Q) » i;
P =Ax.vrai =+ T;
fincas;

L'approximation obtenue dans cet exemple est tellement grossiére qu'elle
peut paraltre inutile mais ce n'est pas le cas puisqu’on peut l'utiliser pour

montrer que le graphe du programme est connexe!
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Le théoréme 4.2.3.0.10 indique aussi que pour cbtenir p‘l'lp2 il suffit
de construire la plus petite famille de Moore contsnant {1,0,3.5,T} et
{1,pair,impair,T}. On 1l'obtient en rajoutant toutes les intersections qui

ne sont pas dans 1'ensemble:

En faisant un tri topologique on obtient directement la fermsture correspon-

dante:

5 TP = Ax. (x=0) > 13
P => Ax.([(x=0 ou x=Q) + 0;
P = Ax.({x20) st [(x modulo 2 = O ou (x=0)) + +&pair;
P = Ax.[{(xsD) 8t (x modulo 2 = O ou (x=R)) = “&pair;
P => Ax.(((x20) =t (x moduls 2 = 1)) ou (x=R)) + 4&impair;
P = Jx,[(x<0) Bt (x modulo 2 = 1)) ou (x=N)) - *&impair:
P => Ax.({x moddln 2 =0 ou (x=a) - gair:
P = Ax.(x20 ou x=i) + ¥
P => Ax.(xsO ou x=Q) > =3
P = Ax.((x modulg 2 = 1) ou (x=Q)) -+ impair;
P = Ax.vrai > T3

fincas:

L'intérét de cette dernidre combinaison des deux analyses est qu'ells donne
de meilleurs résultats gue chacune des deux analyses séparées. Considérons
nar exemgle le programme suivant (Mannal1974],p.179) qui calcule y3=x¥2(avec

la convention 0%°=1) pour tout entier xl et tout nombre natursl xz:
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Sy vy 2 :=A<x1'xz'1>:

{1}
jusqu'a y =0 faire
{2} 2
si impair(y ) alors
{3} 2
< ’ > 1= <y -1, >
{4} y2 y! y2 yl*yl
. sinon
{5} ‘
< > 1= < : 2>
(5} v,oY, VR VIEYE Y
finsi;
{7}
refaire;
{8}

En appliquant seulement 1'analyse des signes (correspondant & la fermeture

p }, nous obtenons pour la variable y :
1 2

| (4} (2} {3} {4} (s} {8} {7} ({8}

yz | . T m L v, v i a

En appliquant seulement 1'analyse de parité (correspondant & la fermeture

pz]. nous obtenons:

| £} {2} (3} (4} (s} (s} {7} ({8}
¥y | T T i P P T T B

L'intersection des résultats de ces deux analyses indépendantes n'apporte

aucun renssignament nouveau sur le signe de Y, Par contre la combinaison
de ces analyses sous forme d'une analyse correspondant & la fermeturs

p, Mp, permet de tenir compte de la réple (;&i]-1=(;&p] ce qui donne une

meilleure information sur le signe de Y, ¢

[ {1} {2} {3} {4} {s} ({8} {7} (8}

y + + ;&i ;&p ;gp * * 0

En conclusion de cet exemple nous retiendrons que lorsque 1’on veut
analyser des propriétés différentes des programmes (c’'est-&-dire correspon-
dant & des -fermetures P, et 0, non comparables) on a toujours intérét (aussi

bien sur le plan de la rapidité des calculs que sur le plan de la précision
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des résultats) & les combiner en suivant les directives du paragraphe 4.2.3.
En toute généralité, le théoréme 4.2.8.0.5 montre que l'analyse correspondant
& plf1p2 donne un résultat meilleur que l'intersection des analyses indépen-

dantes correspondant a p, et Py

1

5.5 TECHNIQUES CLASSIQUES D'OPTIMISATION DES PROGRAMMES

De trés nombreuses techniques d’optimisation de programmes comme la
détermination des variables vivantes en chague point d’'un programme sont pu-
rement syntaxiques. On détermine des propriétés des proprammes qui sont in-
dépendantes des valeurs des variables. D['autres comme la propagation des
constantes sont sémantiques. Dans tous les cas elles se ramdnent & la réso-

lution d'un systéme d'éguations associé au programme.

5.5.1 Techniques booléennes d'optimisation des programmes

5.5.1.1 Vvariables vivantes d'un programme

Une variable est "vivante” en un point d’un programme (Aho & Ullmanf{1977]
Hecht & Ullman[1873], Kennedy(1971], Kennedy[1976], Ullman[1875]) si sa va-
leur est utilisée sur un chemin d’exécution du programme partant de ce point.
(Par exemple dans début x:=1; y:=2; {1} yisx+1 fin, x est vivante au point
{1} tandis que y ne 1l'est pas. Cette information est évidemment utile pour
1'allocation de registres). Soit pour chaque noeud b du programme 1'ensemble
utilisé(b) des variables dont la valeur est utilisée dans ce noeud st
transparent(b) 1'ensemble des variables dont la valsur n'est pas modifiée dans
ce noeud. Alors on obtient 1'ensemble vivante(b) des variables vivantes 3
1'entrée du noeud b du programme en calculant la plus petite solution (pour
1'inclusion <) du systéme d'équations & point fixe associé au programme par

la régle en arriére:

vivante(b) = utilisélb) y U (transparent(b} n vivante(x))

x € succ(b)
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alors que pour les noeuds de sortie on a:
vivante(b) = &

(Une variable est vivante & 1l'entrée d'un bloc b si elle est utilisée dans
ce bloc ou si sa valeur n'est pas modifiée dans le bloc b et qu'elle est uti-
lisée sur un chemin d’exécution du programme partant de la sortie de ce bloc
c'est-a-dire vivante & la sortie de ce blocl.

Considérons comme exemple un programme comportant deux variables o et B

et pour lequel les vecteurs utilisé et transparent déterminés syntaxiguement

sont supposés étre:

(E) noeud 0 1 2 3 4
utilisé 2 {g} 8 2 {a}
ijr\j transparent 2 {a,B8} {a,B} {a,8} {a}
H f: La plus petite solution du systéme d'équations
\\‘J<ij'\. établi ci-dessus est:
|
oW,
LA noeud 0 1 2 3 4 5
(f) vivante 2 {a,8} {a,B8} {a,8} {a} @

Dans le calcul itératif on initialise vivante avec utilisé qui est inférieur

au plus petit point fixe, en machine on utlise une représentation de ces en-
sembles par des vecteurs booléens dont la longueur est le nombre de variables

du programmne.

5.5.1.2 Expressions disponibles

Une expression est cdisponible en un point d'un programme (Cocke[1970],
Hecht & Ullman{1973], Morel & Renvoise[1974], Schaefer[1973], Ullman[1974],
Urschler[1974]) si la valeur de 1'expression a été calculée précédemment et
depuis le dernier calcul de cette expression aucun argument de cette expres-
sion n'a eu sa valeur modifiée. Si la valeur d'une expression disponible en
un point du programme a été sauvepardée elle n'a pas besoin d'&tre recalculée.

A chague noeud b du programme on associe 1'ensemble transparent(b) des
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expressions €lémentaires du programme dont la valeur d'aucun des arguments
n’est modifiée dans ce noeud. Soit loc-disponible(b) l'ensemble des expres-
sions élémentaires du programme gui sont localement disponibles au noeud b,
c'est-a-dire évaluées dans ce noeud sans que ses arguments soient modifiés
par la suite. Cette information est calculée en chaque point du programme
par simple examen syntaxigue. L’ensemble disponible(b) des expressions dis-
ponibles en sortie de chaque noeud du programme est alors donné par la plus
grande solution (pour 1'inclusion d'ensembles ¢) du systdme d’équations

associé au programme par la régle en avant:

disponible(b) = loc-disponible(b)

u s} (transparent (b)ndisponible(x))

x € pred(b)
alors gue pour les noeuds d'entrée on a:
disponible(b) = &
{Une expression est disponible & la sortie d'un bloc si sa valeur a été
calculée dans le bloc ou si elle est disponible & 1'entrée du bloc et aucun

de ses arguments n‘est modifié dans le bloc).

Par exemple dans le schéma de programme suivant:

B si ... alors
H _—I:=...;
8 K:=I+J;
allera 4;
sinon

NOW e WN

si ... K ... alors
allera 10;
finsi,
allera 4;
finsi;
10:  fin.

<]
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Nous aurons:

b 1 2 3 4 S 6 7 8 9

transparent(b) # {1+3} {143} (1+J} @ {1+3} {1+3} [{I+3}

loc-disponible(b) 8 {1+J} [} ? g {1+3} ] @
2 {143} {143} {143} @ {143} {1+3} (I+3}

digponible(b) @

5.5.2 Techniques non bool&ennes d'optimisation des programmes :
exemple de la propagation des constantes

Les techniques classiques non booléennes sont assez rares,
(Aho & Ullman{1977]} la plus connue étant certainement la "propagation des
constantes” (Kam & Ullman{1976], Kam & Ullman[1977], K1ldall[1973], Reif &
Lewis[1977]). Elle est présentée comme une exécution symbolique du programme
ol les variables peuvent prendre &ventusllement la valsur symbolique T {pour
non-constant) quand, & une jonction de chemins d'exécution, une variable n'a

pas la méme valeur constante sur tous ces chemins. Ainsi donc 1'exemple:

a:1=1; bi=2; c:=3; d:=3; e:=0;

{1}
tantque ... fairs
{2}
b:=2«a; d:i=d+1; e:=e-a;
{3}
a:=b-a; c:=e+d;
{4}

refaire;

1’exécution symbolique donne:

[ E T S 1
{adf4 2 3, 3-a0
{2} | 1 2 3 3] s}
{3pjivz “30 4o
{4}i1 2 3 4 -1
{2} |1 2 3 T T «+Car les valeurs de d et e ont changé en ce
(et (12 o2 ] B point.
f4}§ 1 2 T T T <+ Car c est la somme de deux valesurs non
{2y 2 A 7 'y constantes.
{3}l s20bems B0 o1
{4} ] 1 2 T T T + L'exécution symbolique s'arréte quand les va-

leurs des variables en chaque peint du pro-
gramme ne changent plus.
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On peut comprendre cette exécution symbolique comme une résolution
chaotique d'un systéme d'équations approché construit en utilisant la ferme-

ture supérieure p définie par (voir 5.2.1):

Sans détailler la détermination des régles de construction des équations
apprechées, le systéme associé au programme que nous avons donné en exemple

est le suivant:

[ Py = (a=1, b=2, c=3, d=3, e=0)
\ Py = PLUP,
Py, = Py(be2#a, ded+1, e:=e-a)

P, = Pjlaeb-a, cee+d)

Le treillis (L5)" est infini mais satisfait la condition de chaine, nous
pouvons résoudre le systéme d’éguations approché par itérations en un nombre
fini de pas. En choisissant une stratégie chaotique correspondant au graphe
du programme nous obtenons 1'explication classique en termes d’exécution

symbolique qui donne:

[ B = {a=1, b=2, c=3, d=3, e=0)

P = (a=1, b=2, c=7, d=T, e=T)

B Pa‘ 4

2
Un compilateur peut optimiser le programme en remplagant s et b par leurs
valeurs 1 et 2 et en éliminant les variables a et b du programme objet.
Noter que d'aprés 1'approximation statique qui a été choisie on ne paut
pas découvrir qu'a la ligne {3} on a e+d=3 et donc gque ¢ est une constante

4gale 3 3 dans ce programme. On notera qu’une approximation moins grossiére
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mais plus codtsuse comme celle décrite au paragraphe 5.8 permet de découvrir
automatiquement 1'invariant de boucle {a=1, b=2, c=3, e<0, d+e=3}.

On remarquera gue l'on découvre en chaque point du programme des inva-
riants de la forme {(a=i) ou (a=Q)}. Si au point correspondant dans le pro-
gramme objet la variable a est remplacée par la valeur i les programmes sour-
ce et objet ne seront pas équivalents si a peut ne pas 8tre initialisé en ce
point du programme source. Pour exclure cé phénoméne on pourrait choisir une

fermeture du type:

L;

P => Ax.(x=1)
P => Ax.vrai
fincas;

i
T

{ce qui suffit pour définir complétsment la méthode d'analyse correspondantel.

5.6 DECOUVERTE AUTOMATIQUE DU TYPE DES VARIABLES D'UN PROGRAMME

Dans les langages classiques le type d'une variable en un point d'un
programme est généralsment un sous-type du type déclaré (méme si ce sous-ty-
pe n'existe pas de fagon explicite dans la définition du langage). Parexem-
ple une variable de type global "pointeur sur un enregistrement de type R"
peut &tre localement du sous-type "pointeur non-nul sur un enregistrement de
type R". Cette information est trés importante dans la phase de génération
de code pour éviter par exemple d'avoir & tester dynamiguement que 1’accés
indirect & l'enregistrement est correct. De méme dans d'autres langages
comme APL (Iverson[1862])) ou SETL (Schwartz[1873]) il n'y a pas de déclara-
tions et le type des objets manipulés par le programme doit étre déterminé
&4 1'exécution. L’implémentation du langage est alors interprétative et 1'é-
criture d'un compilateur passe avant tout par la résolution du probléme de

la détermination statique du type des objets manipulés par les programmes.
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5.6.1 Traitement des pointeurs

Dans des langages de programmation comme PASCAL (Jensen & Wirth[1976])
ou LIS (Ichbiah et al.[19741) 1'utilisation d'une variable de type pointeur
pour accéder indirectement & un bloc de mémoire pose le probléme de verifier
que le pointeur utilisé n'est pas nul. La plupert des compilateurs repor-
tent cette vérification au moment de 1'exécution des programmes. Le codt de
ces tests & l'exécution est pratiquement nul guand ils sont mis en oeuvre
3 1'aide du mécanisme de protection mémoire. Outre gue cette solution a
1'{inconvénient de découvrir trés tardivement les fautes de programmation,
elle ne peut pas &tre mise en oeuvre par un langage d'implémentation de
systémes comme LIS puisque certains programmes peuvent s'exécuter en mode
maitre. Dans ce cas la solution des tests & 1'exécution est codteuse et seu-
le une analyse statigque des programmes permet d’'en réduire le codt.

Les pointeurs permettant un accés mémoire défini dynamiquement, ils po-
sent & un compilateur le probléme de savoir quels objets peuvent &tre réfé-
rencés ou modifiés par leur intermédiaire. Illustrons le probléme sur

1'exemple suivant:

type £ = enregistrement A,B : entier fin;
var P,Q : ref E;
Xyl

var entier;
{1} X := P.A+P.B;
{2} 9.A := O
{3} Y := P.A+P.B;

Si le compilateur peut démontrer statiquement que P et 0 ne référencent
pas le méme enregistrement & la ligne {2}, alors 1'expression P.A+P.B est
disponible & la ligne {3} et n'a donc pas & &tre recalculée. Par contre
si le compilateur est incapable de démontrer que P et Q pointent sur des
enregistrements différents il doit supposer que 1'affectation de la valeur
3 3 G.A peut &galement modifier P.A et le calcul de 1'expression P.A+P.B
doit 8tre refait & la ligne {3}. Pour résoudre ce probléme nous proposons
au paragraphe 5.5.1.2 une analyse permettant de découvrir une partition des
variables pointeurs en groupes tels gue deux variables dans des groupes dis-
tincts ne puissent pas repérer indirectement le méme objet.

10n rotera que le probléme n'est pas specifigue & 1'emploi de pointeurs

suisqu'il se retrouve aussi bisn avec les indices de tableaux qui permettent
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également de faire des accés mémoire dynamiques. Dans ce cas le probléme
est plus complexe (voir 5.8) puisque 1'emploi de tablesux permet des calculs
explicites d'adresses qui, du moins dans les langages de haut niveau, sont
interdits avec les pointeurs}.

5.6.1.1 Pointeurs nuls et non nuls

L’exemple est comparable aux applications 5.2 et 5.3 st n'est donc pas
traité en détail. Nous choisissons comme image approchée des propriétés

d'un pointeur le treillis:

T

N

~
nil (/// \) non-nil
—— 7

Le programme suivant {Jensen & Wirth[1874]) cherche 1'entier n dans une liste

linéaire chalnée d'entiers:

N = e CIE S A S 117

L e
valsur suivant

pt:=L; b:=vrai;

{1}
tantque (pt=nil et b) faire

12 gk i i

si ptt.valesur=n alors

—  bi=faux;
{3}

sinon
{4}

pt:=ptt.suivant;

{s}

finsis
refaire:



(5)-30

Le systéme d'équations associé est:

P‘ =T (L peut &tre une liste vide ou non)

P, = (P, LiPg) Npon-nil

Py = P,

W P

Ps = P UT

la solution est:
| 1y @) {3} {4} {5}

ptl T non-nil non-nil non-nil T

Quand pt est utilisé pour accéder & un enregistrement il n'est pas nil et

1'emploi des pointeurs dans ce programmg est donc correct.

5.6.1.2 Pointeurs repérant des enregistrements distincts

La seule réponse offerte dans les langages de programmation classiques
a la question: "guels sont les objets qui peuvent &tre désignés par une va-
riable pointeur?” est qu'un pointsur donné ne peut repérer que des enregis-
trements du méme type. La notion de "domaine” en LIS (Ichbiah et al.[1874]
reprise par celle de ”"collection” en EUCLID {Lampson et al.[1876]) permet
un partitionnement plus fin de 1'ensemble des variables pointeurs repérant
des enregistrements de méme type. Le progrés n'est pas suffisant dans la
mesure ol les déclaratilons globales ne peuvent pas &tre détaillées pour dé-
crire la situation particuliérse en chaque point du programme. Nous propo-
sons donc de construire en chaque point du programme une partition de 1'en-
semble des variables pointeurs repérant des enregistrements d'un type donné.
Deux variables pointeurs seront équivalentes si slles peuvent désigner le
méme enregistrement. QDeux variables pointeurs appartenant & des classes
d'équivalence distinctes ne pourront pas repérer, méme indirectement, le

méme objet. Par exemple une partition permettant de décrire la situation:
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est:

que 1l'on note /A,B/C,0,E/.

Nous esquissons bridvement les régles de construction du systéme d'équa-

tions associé & un programme:
Pointeur nul ou seul d désigner un enregistrement nowvellement alloué:

P = {/X.Xl.....xp/Y],...,Yq/.../Zl,....Zr/} (partition avant 1‘instruction)
X:=nil;
X:=Y; (o0 Y est nil par 5.8.1.1)

si X=nil alors ...

allouer(X);
e(X,P) = {/X/Xl,...,xp/Yl....,Y VAN /4 ,...,Zr}(partition apraés 1'instruction)

g 1
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Affectation de pointeurs:

P = {/X,xl,....Xp/Y.Yl,...,Yq/.../Zl,...,Zr/]
X4.A... 4B 1= Y4.C.. N D

—— e ——

facultatif facultatif
P /X, Y/%, /.../x Wyl ossl¥ ol wenly ] oo/, /} {union de pertitions)
= {/%, xl,.. .x Y Yl,...,Y /.../Z,....,z /}

(X st Y repérant indirectement le méme objet, ils sont mis dans la méme
partie. Ne connaissant pas 1'organisation exacte des données, nous ignorons
le fait que cette instruction peut scinder une partie en deux parties dis-
jointes).

ARG 8 TR WA SRR ARV TR G

X = Y4, C «ot.D 3

et et

facultatif
e(X,P) U {/X,Y/X /eun/2 /) = {/xl,...,xp/x,v.vl,...,vq/.../zl,f...zr/}

{Apras l'affectation, X ne psut pas repérer, méme indirectement, un objet
repéré par X,,...,Xp].

¢

Comme exempls, considérons le programme suivant pour recopier uns liste
linéaire chainge:

suiv H

~—*» S Y
S e T

L P,
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procédurs copie(l,:liste ; var L,:liste);
ver P,,P,,L : liste;

début
{1}
2} PlzéL‘x L2:=ﬂllx Li=nil,
tantgue P «#nil faire
{3} VT .
allouer(P ); P _4.val:=P_+4.val; P_4.sulvi=nil;
{a} === 27" 1 2 —
&l L=nil alors
{s}
L_:=P ;
{8} ¢
sinon
{7} )
L+.suiv:=P2|
{s}
finsi;
{9}
L:=P_; P :=P_4.suiv;
{10} e i w i
refaire;
iy T

Le systéme d'équations approchées correspondant sst le suivant:

S, = /LL,/P P, L/
S, = ell,elly,elP,5,) U {/P1.L,/L/La/Py/3 0
S = 5z 1] Slo

S, =elP,,S,)

S, = ellL,S,)

Se = £(Ly,S5) U {/L,,Pp/L/L /P, /}

S, =5,

Sy = S, U {/L.P,/L /L, /P /}
Sy =S5 US,
S

S

ell,8,) U {/L‘Pz/Ll/Lzlpl/}
elP,,s, U S,,)

10

A la ligne {1} les parametres et les variables locales sont dans des parties
disjointes. Aux lignes {3} et {7} les tests P;*ﬂll st L 2nil n'apportent au-
cune information sur la partition des variables pointeurs. A la ligne {4}
1'affectation P2+.v§1:=Pl+.val d'une valsur qui n’est pas un pointeur et la

modification profonde Ppt.suiv:i=nil dans la partie de P, sont ignorées.
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A 1a ligne {10} P :=P t.suiv est ignoré car cette instruction ne peut pas
faire repérer indirectement par P1 un enregistrement auguel Pl ne permettait

pas déja un accés indirect.

Le nombre de variables pointeurs stant fini, le treillis des partitions
de 1'ensemble de leurs noms est fini et le systéme peut &tre résolu par ité-
ration en un nombre fini de pas en partant -de 1'infimum {/L1/Lz/L/P1/Pz/}'

Nous obtenons:

s, = {/Ly,La/P1,P2,L/Y
S, = {/L1,P1/Ly/Pa/L/Y

s, = {/L,,P/L,,P,L00
s, = {/L,.P/L,,L/P, /Y
8y = {/L1,P1/La/Pa/L/}
ST {/L.P /L,,P, /LY
s, = (/L. /L, LR,/
s; = {/L1,P /Ly, L,P2/Y

8y = {/1,,P)/1L,.0,,1/1
Syo = {/L,.P1/Ls,Pa,L/)

[ Su ® {/L, /P, /0Ly, Y

On a donc démontré automatiquement et par un moyen simple que si L, st L,
peuvent repérer le méme enregistrement avant 1'appel de procédure
copie(L!,Lz) alors, aprés cet appel, ils ne permettent pas de repérer, méme

indirectement, le méme objet.

On trouvera de plus amples détails sur des applications au traitement
des pointeurs (notamment dans le cas d'enregistrements avec variantes) dans
Cousot & Cousot{1977b]. On notera gu'une telle information peut aussi &tre
utile au ramassage des miettes (surtout quand il est explicite, auquel cas

i1 faut vérifier que la mémoire 1ibérée n'est pas référencéel.

5.6.2 Découverte du type des objets d'un programme dans un langage
de trds haut niveau sans déclarations

nous choisissons un exemple trep simple nour illustrer la puissance d'un

“angage comme SETL (Schwartz[18731) mais qui convient bign pour montrer
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1'application des résultats du paragraphe 3.6.

Soit un langage avec les types de base entiers (snt), réels (reell,

chalnes de caractéres (car) st sans déclarations. Considérons le programme

suivant:
{1}
s:=0;
{2}
L:
{3}
lire{x,y);
{4}
sl x20 alors
{s}
x:=(x modulo 2)+y;
{6}
S:1=8+X}
{7}
finsi;
{8}
si (y modulo x) = DO alors
{8}
allera L;
finsi;
{10}

Dans ce programme le type d'une variable peut &tre n’importe quel élé-
ment de 1'ensemble L des sous-ensemblss de T'{EEE'EEEl'EEE} avec 1'interpré-
tation qu’ad 1'exécution un objet de type tgT doit 8&tre d’un des types é16-
mentaires appartenant & t. Les opérateurs du langage sont pélymorphss mais
ne sont pas toujours définis pour tous les types de leurs arguments. La
procédure lire est définie pour tous les types de ses arguments. La compa-
raison x20 n'est définie que si x a une valeur numérique. L'opération
x moduylo y n'est définie que si x et y sont des entiers. L'opération + est
définie pour tous les types de ses arguments, elle représente la concaténa-
tion de chaines de caractéres ou la concaténation d'une chafne et de la con-
version en chaine d'une valeur numérigue ou la somme de deux valeurs numéri-
ques. Si x est de typeaet y de type B alors x+y est du type a+B défini

par:
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+ = Ma,B).cas o,B dans

car , ? -+ car;
%, car - car;
reel , ¢+ reel;
% , reel + reel;
Gm 0 p =3
fincas;

5.6.2.1 Systéme approché d'équations en avant

Le systéme d'éguations approché en avant P = F(eI(PY ob
F($) emon( (L3I0 5>(L3)10) associé au programme est le suivant :
=3
= P, (s+{ent})
= PuPy
= P (x+T,y*T)

(X}

w

£

= P“[x+xn{ent.ree1}]

23

= Pgxe{ent}*y)

o

~

= P (s+s*x)
3

= P,uP, (x+xn{ent,reel})

= P, (xexn{ent}, yeyn{ent}

v U B TV TV UV O v W O
w0
[

= Pa(x+xn{55£}.y+yn{gﬂi})

-
o

Pour établir P, nous tenons compte du fait que lire permet d’affecter
3 x et y des valeurs d'un type élémentaire quelconque. Pour Py et Py nous
prenons en considération le fait que le test x20 n'est défini gque pour des
valeurs numériques de x et y. De méme pour P,, et Py le test (y modulo x)}=0
impose x et y entiers sinon le programme s'est terminé par une erreur.
Enfin i=k(tl,t2].{a:8 :oet et aetz} donne 1’ensemble des types possibles
du résultat de 1'opérateur + quand on connait l'ensemble des types possibles

de ses parametres.

5.6.2.2 Systéme approché d'équations en arriére

Le systéme d’éguations approché en arriére P=B(Y)(P) od

FiP) e mon((L3)® » (L339) associé au programme est ls suivant :
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P, = P,(s*t)
Pz =P,
Py = Py ixeT,yeT)
P, = (PguPy){x+xn{ent,reel})
P, = Pgx+xnent,ycynplus2(x,ent,y)
Pg = P,{xtxnplus2(s,T,x),s+snplusi(s,T,x})
B oo
Pg = (PquPyg ) (x¢xn{ent},y+yn{ent})
Pl gzl
=¥

Pour établir P, et P, nous tenons compte du fait que les tests doivent &tre
définis. Pour Ps nous prenons en considération le fait que (x modulo 2)
n'est défini que sl x est entier, auquel cas le résultat est un entier.

De plus nous utilisons:

plusi(t ,t ,t,) = {Bet, : {Taet . Fret, : a=B+y}}
plus2(t,,t,,t,) = {yet, : {Joet,,}Bet, : a=B+y}}

En effet, connaissant les types possibles to du résultat et les types possi-
bles tl, cess tn des n arguments avant que 1l'opération f(xl,...,xn) ait éteé
évaluée (qui est le m8me que le type aprés que l'opération ait &té évaluée
par les arguments non modiflés dans 1'instruction) alors on sait gqu’un cer-
tain nombre seulement de combinaisons n'é&taient possibles avant d’évaluer
cette opération pour que le type du résultat soit du type donné. Par
exemple pour que 1+y solt une chaine de caractéres i1 faut que y soit du

type plus2(car,ent,t) = car.

5.6.2.3 Principe de la méthode de résolution

Soient F7T et BTT les systémes d’équations sémantiques associées au pro-
gramme T ci-dessus et ¢ et ¥ les spécifications d’entrée et de sortie.
(Dans 1'exemple, nous prendrons ¢=A{x,y,s).(x=y=s=Q) et ¥=A(x,y,s).vrai}.
Nous voulons.approcher supérieurement lfp(Fﬂ(¢])g£.pr[Bﬂ(W)l c'est-a-dire
déterminer en chaque point du programme ¥ un sur-ensemble des valeurs des
variables que 1'on peut obtenir sur un chemin d'exécution quelconque du pro-
gramme partant du point d'entrée dans un état satisfaisant les conditions

d'entrée ¢ et arrivant & ce point (proposition 3.3.0.2) et qui ensuite se




seminedans un état satisfaisant la spécification de sortie ¥ (proposition
3.5.0.2). Nous disposons de $2¢, ¥2¢, E($)EFTT(¢} et E(W)aa“m.

Nous proposons de calculer la 1limite de la suite décroissante
P71 (F(F) , PE=1fp(AX.Plet BOTI(XD, ..., PP Lz iax.pRet F@ (XD,

2
ey S

suite est décroissante et comme dans notre cas l'espace des propriétés appro-

1 P
K*'et BW(XN,... . D'aprés le théoréms 4.3.2.0.5 cette

chées (L} satisfait la condition de chaine descendante, cette suite est
stationnaire & partir d'un rang fini. Pour montrer gue ce choix est correct
i1 suffit donc de montrer que chague terme est plus grand que (pr[F"(¢l]
et pr(Bﬂ[W]D:

On a Pl=1fp(F(¢)) 2 pr(Fv(¢)] 2 (pr(Fﬂ[¢]] EE_pr[B“(¢)D. Comme

AX.[P, et BOYI(X)] 2 AX.[Zfp(F (oD gt 3 (¥I(X]] on en déduit par monotonie
que P,=Lfp(AX.[P, et BEI(X)1) 2 Lfp OX.I1fp(F (9D gt B (¥I1X)]) qui est égal

d'aprés 3.7.0.1.(c) & (pr(Fw(¢J]gEpr[B“(WDL L'étape d'induction est la

méme en utilisant la proposition 3.7.0.1.(e)-(f}.

5.6.2.4 Exemple

Pour notre exemple nous obtenons:
D = ((x=2),(y=8),(s=9))

¥ = ({x=7),(y=T),(s=7))

pl= 1/ (F())

Ve 2 3 a 5 68 7 8 g 10
x 4 = {ent} 7T lent,reel} 7T 1 {ent,reel} {ent} ({ent}
il B =i dEnel e T T T T T {ent} {ent}
s | % depgk T T T T T T T T
P2 = IFBIAXPIIIT))

t 1 3 3 4 5 6 7 | 8 10

¢ ¢ fent} {ent}  {ent} {ent}{ent} {ent} {ent} {ent}
y | # ¢ dent) {ent) {ent} {ent}{ent} {ent}  {ent} {ent}

s i ¢ {zrzb 1 {ent} T T T T T T
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P? = Ifp(AX.P20F ()}
2 & 4 5 B 7 8 g 10

| 1
# ¢ f{ent} f{ent} {ent} ({ent} ({ent} {ent} {ent} ({ent}
y |2 ¢ {ent} {ent} {ent} ({ent} {ent} {ent} {ent} ({ent}
? {ent} {ent} {ent} {ent} {ent} {ent} {ent} {ent} ({ent!}

Enfin P*=1fp(AX.P?nB(¥)) donne le méme résultat ce qui montre que x,y et s
doivent &tre déclarés entiers si 1’on ne veut pas que le programme ne se ter-
mine pas ou conduise 3 une erreur. Pour expliquer intuitivement ce résultat
on remarque que si la valeur de x et y n'est pas entiére, on doit toujours
évaluer le test (y modulo x)20 ce qui conduit & une erreur pour des arguments
réels ou chalnes de caractéres. Comme x et y doivent &tre entiers, on voit
gue s 1'est également puisqu'il est initialisé et incrémenté par une valeur
entiére. Ces deux étapes dans le raisonnement sont bien représentées par

P2 et P2,

5.7 TECHNIQUES D'APPROXIMATION APPLICABLES AU CAS D'UN ESPACE DE
PROPRIETES APPROCHEES INFINI: EXEMPLE DE LA DECOUVERTE AUTOMATIOUE
D'UN INTERVALLE DE VALEURS DES VARIABLES NUMERIQGUES D'UM PROGRAMME

Dans un programme PASCAL (Jensen & Wirth{1976]) on peut déclarer qu'un
entier est compris entre deux bornes numérigues. Outre 1'avantage de décla-
rations plus précises, le compilateur peut faire une allocation de mémoire
plus efficace (notamment pour les tableaux de mots, demi-mots et octets qu’il
est trés facile de gérer sur la plupart des machines). L'inconvénient est
que le codt de la vérification de cohérence des programmes & 1'exécution est
prohibitif puisque le matériel n'offre généralement pas de dispositifs c&blés
pour tester les débordements de capacité dans les arithmétiques ne correspon-

dant pas aux mots ou doubles-mots.

Pour mettre en évidence le cdut des vérifications dynamigues, nous rap-
pelons les chiffres (sur 1'ordinateur COC 6600, systéme d'exploitation

SCOPE 3.4) donnés par Wirth[1976] & propos des programmes suivants: (1)
Calcul de 2k et 1/2k pour k=1..80, (2) Trouver tous les nombres entre 1 et
1000 dont le carré est un palindrome, (3) Quicksort (Hoaref19621), (4) Pro-
bléme des 8 reines (Wirthf18711) et (S) Calcul des 1000 premiers nombres

premiers. Pour chaque programme nous donnons "n", le nombre de lignes PASCAL
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du programme, "a" le nombre d'accés & des tableaux dans le texte du programme
et "ta", "ts" les temps d'exécution en msec du programme respesctivement avec
et sans vérification dynamique des index de tableaux :

t

Programme | n t

m

a -1
(1) | 34 9 4918 813
(2) 18 2 3466 2695
(3) 26 7 4088 2861
(4) 34 15 1017 679
{5) 30 8 1347 1061

A cause de ces gains de temps (en moyenne de 1'ordre de 20%, mais par-
fois beaucoup plus considérables), les programmeurs utilisent presque tou-
jours 1'option de compilation permettant d'éliminer les tests & 1'exécution.

Les conséquences sont parfois surprenantes comme 1'i1llustre 1'exemple suivant:

début
sl L0k «2558)
x:=1;
tantque x#0 faire
IEIRERAH
refaire;
Fin.

Avec un compilateur qui n’engendre pas de test pour vérifier que dans le
corps de la boucle la valeur de x doit &tre comprise entrs 0 st 255, voici
ce gque nous avons observé: x étant déclaré de type 0..255, ls compilateur
lui alloue un espace mémoire d'un octet. A 1'exécution x est normalement
incrémenté de 1 jusqu'a atteindre la valeur 255. A ce moment dans 1'évalua-
tion de x:=x+1 la valeur 255 de x est chargée dans un registre. Lla valeur
du registre est incrémentée de 1 ce gui donnes 256 et ne conduit pas & un dé-
bordement arithmétigue dans un registre de 4 octets. Ensuite le dernier
octet de ce registre qui est donc nul est recopié dans x. Comme x a atteint
la valeur zéro, 1'exécution de la boucle se termine normalement alors que le

programme est manifestement incorrect.

Un tel exemple montre bien que la vérification des déclarations d’inter-
valles est nécessaire. La solution des tests & 1'exécution étant trés cod-
teuse (principalement pour les programmes éxécutés de-nombrsuses fois) il
faudrait pouvoir éliminer la plupart des tests inutiles par une analyse assez

fine & la compilation. Nous développons maintenant un modéle utile pour trai-
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ter ce probléme dans le cas de langages de programmation comme PASCAL o les
déclarations de variables entiéres et tableaux comportent des bornes numéri-

ques.

5.7.1 Espace des propriétés approchées

Soit Z 1'ensemble des entiers positifs ou négatifs ordonné par 1'ordre
naturel £ et Z%=Zu{-w,+x} ol -wg-cosi<iogro pour tout i de Z. Seit L le
treillis complet dont 1’infimum est L et dont les autres éléments sont les
couplas [a,b] ol a.beZ* et asb. L'ordre partiel € sur L est défini par
18x pour tout x de L et {[a,blelc,d]} <=> {c<asbsd}. L'union est définie
par [a,blUlc,d] = [min(a,c),max(b,d)],son &lément neutre est L et 1'élément
absorbant estT =[-w,+w], L'intersection est définie par [a,blM[c,d]= si
max(a,c)smin(b,d) slors [max(a,c),min(b,d)] sinon 1 finsi, son &lément neutre
est T et 1'élément absorbant est L. Nous définissons une fonction de concré-

tisation (4.2.7) comme suit:

YelL~> (2Z v {82} -+ {vrai,faux}) = Pl
= Ax.cas x dans
1 + Ax. (x=Q);
fa,b] + Ax.[((asx<b) ou (x=QN;
fincas;

Soit n le nombre de variables d'un programme, alors " ést une image

5
approchée supérieurement de Pn = (2° U{Q})n->{vrai,faux} par la fonction

injective de concrétisation :

n

Y = A[vx,...,vn).(k[xl,...,xn].[;%% Y(vjl(xj)n




{5)-42

La fonction d'abstraction correspondante gst définie par:

@eP, ~L

= AP. si P = Ax.(x=Q) alors
1
sinon

Tmin{xeZ : P(x)},max{xel 3 P(x)}]

finsis
Noter que cette définition de @ est correcte puisgue non(P=>Ax. (x=Q)) implique
{Ixel: P(x)} et que min(2)=- et max(Z)=+=. De plus, @ est surjectif.

Pour tout J = 1,...,M, NOUS géfinissons:

g, € Pn-’Pl
n
= xP.[xx.{}(vl,...,vj_l,vj+l....,vn)e(ZU{Q}] :

P[vl,....vj_l.x.vj+1,...,vn]}]

elip -*Ln
= AP. (@0} (P)), @[c:(P)]....,@(U:(P))]

S]]

Montrms que (Y,@) est une paire de fonctions adjointes supérieures {défini-

tion 4.2.7.0.1).

. Pour montrer gue 1a concrétisation 7 et 1'abstraction @ sont monotones
i1 suffit de montrer que Y et @ le sont, ce gui est facile car
([a,blele.d]) » (cgasbsd) = (Ax.{(asxsb) ou (x=Q}}=> Ax. ((csx<d) ou (x=Q) 3
et d'autre part EEE[P SAx. (x=Q)) et 393[0 >Ax. (x=0)) et (P=>Q) impliquent
miﬂ{xel:ﬁ(x)} < m}gﬁer:P(x]} < ngfer:P(x]} < mgzier:P(x)}.

Montrons maintenant gue YQeP,, G=vo@(Q).
- 51 Q=Ax.faux ou G=Ax.(x=Q) alors yo@(Q) = v(1) = Ax. (x=Q)
auquel cas 0= Ax. (x=Q) .
- Sinon on a ggﬂ[Q#>Ax.(x=Q]) et
yo@(Q) = Y[Egiﬁxel:D(x]},mgi{er:Q[x)}]
kz.[(m}gﬁer:O[x)}Sszgéﬁer:D(x]}) ou (z=0))
et donc Yze(Zu{Ql) on a Qlz)=>ye@(Q)(2).
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. Montrons maintenant que Yvel, v=@oy(v)
- S1 v=1 alors @ov(L) = @(Ax. (x=Q)) = L
- Si v=[a,b] ob a,bel” et a<b alors
@oy([a,b])} = @(Ax.(asxsh) ou (x=Q))
= [min{xeZ : asxsb}, max{xeZ : asxsb}]
[a,b]

. Saoit Peﬂ et vel alors d’une part (P<>y{v)} implique par monotonie
A(P)E@ey(v)=v et d'autre part (@(P)ev) impligue P= Yyo@(P)=® y(v) par con-
séquent (@,y) est une paire de fonctions adjointes supérieure.

« Montrons maintenant que QP , Q= Yo@ (Q) ¢
Y-8(Q) = Y(@(0](0)),...,@l0 (@)

n
- 3
= }(xl,...,xn]. ET Y(@[Gn(D]D(XJ]

i=
n
Pour tout j, 03(0)=>yo@(0;[011 done 73@(0]<==A(x1,...,xn).[ ET o;(Q](xJ]]e= n
j=
n
car Qlx seeenx ) = ;E; (}Xl""'xj-x'xj+x’""an(ZU{Q}):

D[xl....,xj,...,xn)}

. 51 vel" alors v=@eY(v), en effet:
i n
@oY(v) = Blylx_ ,eveux )0 ET yIv,)(x,0)
1 LI I

pour la jiéme composante:

n
- @w;(A(x perex)e CET YOV 0x ) = @oylvy) = vy

(@°Y[V]]j . 2 310x, f

. Comme précédemment (@,Y) est une paire de fonctions adjointes supérieure
et d’'apreés 4.2.7.0.3 Veﬁ est une fermeture supérieure de Pn' @ est un mor-

phisme complet pour OU et Y un morphisme complet pour 1.

(On pourra noter que la fermeture supérieurse n utilisée au paragraphe
5.2.1 pour la détermination du signe des variables numériques d'un programme
s'obtient 3 partir de la fermeture supérieureyo@que l'on vient de définir
en utilisant la relation de congruence compléte pour 1'union (4.2.6) dont
les classes d'équivalence (en utilisant 1'image L de Y°@[P1)3 sont données

comme suit:
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[‘2, 2)

[-1, 2]

tandis que la fermeture supérieure utilisée pour la propagation des constan-
tes (5.4.2) est obtenue par la relation de congruence compléte pour 1'union

dont les classes d’'éguivalences sont:

{1, 2]

(1. 11

R o (-1, 0] [ o, 7] [1, 2] oo
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5.7.2 R&gles de construction du systéme approché d'équations
en avant associé 3 un programme

Nous illustrons quelques régles sans donner de détails (que 1'on trouve-

ra dans Cousot & Cousot[19751).

Jonetion de cheming d'exécution:

X, = u X
J 1 e pred(j)
Affectation:

Evaluer le membre droit en utilisant l'arithmétique sur les intervalles

et affecter la valeur obtenue au membre gauche:

{(ix=[1,100), (y=[~2,312)}
XsEx+y+ly
{((x=[0,141), (y=[-2,3]1)1}
car [1,10]+[-2,3]1+[1,1] = [1-2+1,10+3+1] = [0,14]

{C(x=[1,+=]}, (y=[-=,101))}
Xtux+y+;
{{(x=[-w,+>]}, (y=[-=,10]))}
car [1,+0]+[-®,10]+[1,1] = [-®¢2,+0+11] = [-w, 4]

Test:

{((x=[a,bl), ly=[c,d]))}
si x<y alors
{((x=[a,b] M [-=,d]), (y=[c.d] N [a,+x]}}}}
sinon
{((x=[a,bl M {c+1,+=]), (y=[c,d] N [, b-1]11)}

finsi; |
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{(ix=[a,b]), (y=[c,d])) }

si x=y alors

{((x=[a,b1Mc,dD,ly=[a,b] N[ec,d 1)}

sinon
{si a=b=c alors ({x=[a,b]), (y=[c+1,d])}

sinonsi a=b=d alors ((x=[a,bl), (y=[c,d-1]})

sinonsi a=c=d alors ((x=[a+1,bl}, (y=[c,d]}}

sinonsi b=c=d alors ((x=[a,b-1]),(y=[c,d]))
sinon  ((x=[a,bl), (y=[c,d]))
finsi}

finsi;

(Avec la convention que [a,bl=L quand b<a).

Exemple 5.7.2.0.1: Le systéme d'équations associé au programme

{1}
{2}
{3}
{a}
{5}

{8}

est {en

N

T T UV U O
w

Ry
o

début n: 0..1000; x: entier;
lire(n); {0<n<1000 doit &tre vérifié 3 1'exécution}

x:=0;
L:
x:1=x+2;
allera L;
fin.
natant bs(l)=+=, bs(fa,b])=b, bif1)=~=, billa,b])=a):

((x=1), (n=[0,1000]))

((x=[0,01), (n=P_ (n)))

P, LI P,

((x=P, (x) M1 [-,bs (P, (n))1), (n=P, (n) M [B(P, (x)), +]))
((x=P, (x)+[2,21), (n=P, (n)})

((x=P3 (x) N [bi(P3(n))+1,4]), (n=P3 (n) 1 [~, bs (P5(x))=1]))

Fin de I'exemple.
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5.7.3 Résolution du systéme d'équations approché par approximation
dynamique
Le treillis L étant infini, il est facile de montrer que la résolution
itérative des équations est en général non convergente en un nombre fini de
pas. Nous utilisons donc les techniques d'approximation dynamique introdui-

tes au paragraphe 4.1.2.

5.7.3.1 Approximation de 1a plus petite solution par une itération
chaotique croissante avec élargissement supérieur

Pour définir une fois pour toutes la méthode d'approximation utilisée
pour contraindre une itération croissante & converger en un nombre fini de
pas, nous introduiscns un élargissement supérieur ¥ sur L (4.1.2.0.4) défini

par:

- ¥xel, LUx = xVL = x

- f{a,blVlc,d] = [si c<a alors -» sinon a finsi,

si d>b alors + sinon b finsi]

On vérifie que cet élargissement supérieur satisfait aux hypothéses de la
définition 4.1.2.0.4. On notera que V n’est pas monotone (voir 4.1.2.0.7(b).
L'élargissement ¥ sur L" est obtenu en appliquant ¥ composante par composan-
te. On peut alors appliquer la définition 4.1.2.0.5 de sorte que le théore-
me 4.1.2.0.6 assure la convergence des itérations et la corrgction de 1'ap-

proximation.

Nous illustrons la méthode sur 1l’exemple 5.7.2.0.1. Le graphe de pro-
gramme correspondant étant réductible au sens d'Allen et Cocke, nous choisis-
sons {3} comme té&te de circuit (4.1.2.0.2)}. Par convention, nous abrégeons

({x=a),(n=R)) en (a,B). En plus, nous utilisons la remarque 4.1.2.0.7.(a):

P; = (4,1) pour j=1,...,6
Pl = (1,[0,1000])
P, = ([0,01,P](n)) = ([0,0,[0,10001)
Pl = POVCPILPY) = (1,0)V(P]Li(1,1)) = ([0,01,0,1000])
Pl = (PlEx) M-=,bs(PI(n1)1,P}(n) NbL(P}(x)],+=])
= ([0,03 N[-»,10001,(0,1000]1 7[0,+> 3} = ({0,03,(0,10001)
Pl = (Pl(x1+[2,2],P,(n)) = ([0,0)+(2,2],[0,70001) = ([2,2],00,1000D)
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P2 = PIT(plP) = ([0,017([0,0] L1[2,2]),(0,10001V((0, 10001 [0, 10001))
= ([0,01%(0,21,[0,10001V(0,1000]) = ({0,+=],[0,1000])
PZ = (P2(x] M[-,bs(P2(n))1,P3n) MIBL(P](x)],*=])
= ({2,+=] N[-»,1000],[0,1000] "[0,+=]}) = ([0,1000],[0,1000])
Pg = (Pf(x]+[2,21.Pf(nJJ = ([2,1002],[0,1000])
Comme P§ UP; EP§ 1a tdte de circuit est stabilisée, il reste a calculer:
P2 = (P2(x) M [bi(PZ(n}+1,+=],P2(n) M[~,bs(P}(x)}-11)

([0, +=] M[1,+=1,[0,1000] N[, +=]) = ([1,+=],[0,1000])

Nous avons donc calculé la solution approchée supérieurement sulvante:

¢, = (1,[0,10000)

= ([0,0],(0,1000])

= ([0, +=],[0,1000]}

P, = ([0,10001,[0,1000])
, = ([2,10021,00,10001)

L Pe = ([1,+=],[0,10000)

Une itération chaotigue croissante sans élargissement se stabiliserait
au bout de 500 pas de calculs tandis gue 1'utilisation d'un 8largissement
force & la convergence en 2 pas. La précision du résultat obtenu est évi-
demment moins bonne, mais d'aprés la remarque 4.1.1.0.9, la solution appro-
chée dont nous disposons peut 8tre améliorée.

5.7.3.2 Amélioration de la solution approchée par une itération chaotique
décroissante avec retrécissement inférieur

Ayant obtenu un post-point-fixe P de X=F(X} on a
Tfp(F) e 1148 (AX.XTIF(X})(P). Comme le calcul de 11Zs{AX.XMF(X)])(P) ne con-
verge pas nécessairement en un nombre fini de pas, nous proposons d'en faire
une approximation supérieure en utilisant la définition 4.1.2.0.16 et le
théoreme 4.1.2.0.17.

Choisissons un retrécissement inférieur A sur L défini par:
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- Wxel, 18x = xAL = L
- [a,bJAlc,d] = [si a=-= alors ¢ sinon min(a,c) finsi;

sl b=-= slors d sinon max(b,d} finsi]

Les hypothéses de la définition 4.1.2.0.15 sont vérifiées (voir dual de la
remarque 4.1.2.0.14). Comme précédemment 4 sur L" est défini en appliquant

A composante par composante. On reprend 1'’exemple 5.7.2.0.1 :

P} = (1,[0,1000])

P? = ([0,01,[0,10001)

PJ = ([0,+=],[0,10001)

P% = ([0,10001,[0,10001)

P$ = ([2,1002],[0,10000)

Pg = ([1,+=1,0,10001)

Pl = (PJ4(P) LIPY)=([0,+»] A([0,0]L![2,10021),00,1000]A([0,1000] LI[0, 10001))
= ([0,+=]A[0,1002],00,1000] A [0,10001) = ([0,10021,0,1000])

PL = ([0,1002] MN[-=,10003,(0,1000] I'(0,+w]) = ([0, 1000],[0,10001)

P! = ([0,10001+(2,2],00,1000]) = ([2,1002],(0,1000]}

P! = ([0,1002] M[1,+=],[0,1000] N[-»,1001]) = ([1,10021,[0,1000])

Ayant convergé vers un point fixe, le résultat final est:

P, = (1,[0,10001)

P, = ([0,01,00,10000)

P, = ([0,10021,00,10001)
P, = ([0,10001,[0,10001}
Ps = ([2,1002],[0,10001)
P = ([1,10021,[0,10000)

Dans une implémentation, il psut se produire des débordements de capaci-
té dans les calculs arithmétiques sur les intervalles. Il faut alors récu-
pérer 1'interruption et retourner le résultat infini (- ou +»). De plus,
on peut tenir compte des déclarations en introduisant des tests sur les bor-
nes au niveau du langage intermédiaire, en appliquant notre méthode et en

éliminant les branches mortes avant de générer le code.
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5.7.4 Exemple de suppression des tests de bornes & 1'exécution

Le premier exemple est celui de la recherche dichotomique d’une clé k
dans une table R de 100 éléments dont les clés sont rangées par ordre crois-
sant. Nous donnons directement les résultats de 1'analyse en commentaires

du programme:

type table = tableau {1,100] d’entiers;
procédure recherche-dichotomique(var R: table; k: valeur entiers
m: résultat entier);
var bi, bs : entier;
début
bi := bi(table); bs:=bs(table):
{t(bi=[1,11), (bs=[100,1001), (m=1)]}
tantque big<bs faire
{{(bi=[1,1001), (bs=[1,1001), (m=(1,10010)}
mz=(bi+bs) div 2;
{¢(bt=[1,1001), (bs=[1,1001), (m=[1,1001))}
si k=R(m) alors
bi:=bs+1;
{(tbi=(2,1011), (bs=[1,1001), (m={1,100]))}

sinonsi k<R(m) alors

bs:=m-1;

{((bi=[1,1001), (bs=[0,881), (m=[1,1001)3}
sinon

bi:i=m+1;

{((bi=[2,1011), (bs=[1,1001), (m=[1,1001))}
Finsi;
{({b1=[1,1011), (bs=L0,1001), (m=[1,1001))}

refaire;

{((bi=[1,101]), (bs=[0,1001}, (m=[1,1001))}

si R(m)#k alors m:=bil(table}-1 finsi;

{((bi=[1,101], (bs=[0,1001), (m=[0,10013)}s
fin.
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Le compilateur est capable de montrer que les accés au tableau R sont
corrects (puisqu’a chaque fois 1<m<100) et de méme qu'il n'y aura pas de débor-
dements de capacité dans les additions et soustractions (il est donc inutile
d'introduire du code pour signaler au pr@rammeurles fautes en cours d'exécu-
tion}. De plus, en faisant pour chaque variable l'union des intervalles ob-
tenus en chaque point du programme, le compilateur est capable de déterminer
que l'on aurait pu«déclarer m:résultat 0..100, var bi:1..101, var bs:0..100
et en particulier 1'information gque le résultat m est un entier compris entre
0 et 100 peut Btre propagée dans tous les appels de la procédure. Enfin,
dans 1'instruction m:=(bi+bs)div 2 1l'analyse a montré que {(bi+bs)e[2,200]
et donc que bi+bs20. Par conséquent la division peut &tre implémentée par
un décalage a droite (ce qui n'est pas possible si (bi+bs)<0)}. D'aprés
Welsh[1877] 1'introduction des tests & 1'exécution et la non-optimisation de
la division introduit une augmentation d'environ 50% de la taille du code

généré et de 60% du temps moyen d'exécution.

Il est tout & fait intéressant de comparer notre méthods de découverte
des intervalles de valeurs des variables entiers 3 la méthode de vérification
de Welsh[1977]. La méthode de Welsh est une technique classique de compila-
tion qui consiste pour chaque accés & une variable & supposer que sa valeur
ast dans l'intervalle déclaré par 1'utilisateur et & vérifier pour chague
affectation & cette variable (en utilisant 1'arithmétigque sur les interval-
les que nous avons définie pour le membre droit des affectations} que la va-
leur affectée est dans l'intervalle déclaré (en générant un test si ce n'est
pas le cas). Cette méthode en un seul passage est économique mails pas trés
efficace. On constate en pratique que les-programmeurs utilisent assez peu
(et & tort) la possibilité introduite par Wirth en PASCAL de déclarer des
variables entiéres dans un intervalle numérique. (Il n'est qu'a voir les
exemples donnés par Wirth lui-méme dans Wirth[1976], o0 cette possibilité
n'est jamats utilisée). La raison en est que les bornes étant nécessaire-
ment des constantes numériques (et non comme en LIS (Ichbiah et al.[13974])
des constantes symboliques évaluables & la compilation) il faut généralement
changer toutes les bornes quand on charge une déclaration. (Dans notre pro-
cédure recherche-dichotomique on peut déclarer m:0..100, bi:1.401, bs:0..100
mais si 1'on change le nombre d’'éléments dans la table il faut également
changer manuellement les bornes de m, bi, bs ainsi gque 1l'initialisation de

bi et bs. En LIS au contraire on déclarerait m:bi(table)-1..bs(table),
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bi:gl(taple]..Eg[table]*1, bs=ps(table)-1..bs(table) de sorte que si 1’on
change une borne des index de la table le compilateur peut automatiquement
tenir compte de ce changement. Revenons maintenant & la méthode de Welsh.

Si le programmeur déclare m, bi, bs:entier alors il faut 3 tests sur les bor-
nes de tableau et 4 tests de débordement. Si le programmeur déclare
m:0..100, bi:1..101, bs:0..100 (ce que nous avons trouvé automatiguement) les
tests de débordement sont éliminés, 1l'optimisation de la division peut 8tre
faite mais 11 rests 3 tests sur les bornss inférieures du tableau (car dans
1'accés R(m) 11 faut 1sms100 alors qu'on a vérifié que Osms100). Ceci résul-
te en une longueur de code augmentée de 19% par rapport & notre solution
optimale et une augmentation du temps moyen d'exécution de 17%, (chiffres
donnés par Welsh). Une méthode de vérification basée unigquement sur les dé-
clarations globales est forcément incompléte car le type d'une variable en

un point d'un programme est presque toujours un sous-type du type déclaré
globalement (Meertens{1875]). Ainsi dans notre exemple, pour signifier gue

le type de m n'est pas le méme dans la boucle et & la sortie de la boucle,

un programmeur bien informé des méthodes de compilation pourrait introduire

une variable p supplémentairs et écrire:

procédure recherche-dichomotique(var R:table; k:valeur esntier;

p:résultat 0..100);
var bi:1..101; bs:0..100; m:1..100;

début
bi:=1; bs:=100;
tantque bigbs faire
m:=(bi+bs) div 2;
si Rim)=k alors
bi:=bs+1;

sinonsi R{m)>k alors
bs:=m-1;
bis=m+1;
refaire;
p:=si R{m)=k alors m sinon O finsi;
fin.
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Toutefois cette solution n’est pas encore acceptable car dans 1'instruction
m:={bi+bs) div 2 le type du membre droit est ([1,101]+[0,100]) div [2,2] =
[0,100] et 11 faut introduire un test pour vérifier que (bi+bs) div 221 |

Le problédme est alors de comparer le cofit de ce test 3 1'exécution au cfut
de 1'analyse permettant de 1'éviter. Un &lément de comparaigon plus impor-
tant est certainement que notre approche permet la découverte d'un plus
grand nombre de faﬁtes de programmation avant 1'exécution du programme. En-
fin, notre approche reste valable dans le cas de bornes symboliqueé (voir
§5.8).

5.7.5 Combinaison des analyses approchées avant et arridre

Nous illustrons la technigue exposée au paragraphe 5.6.2.3. dans le cas
ol la convergence n'est pas naturellement garantie. Disposant des approxima-
tions supérieures F($) et B(V) des systémaes d'équations sémantiques en avant
Fr(®) et B (¥) on calcule:

P! 2 Ifp(F(BN)

P2 = plax? o X2 2 Ifp(AX.P}ABTI (X))
pk+t | pzhyy2kes oo X% 3 1o P NE® o)
il ot x***% 3 1mox.p**  nBEG )

D'aprés la définition 4.2.1.0.15 du retrécissement inférieur 4 la suite est
finie et chaque terme est plus grand que pr[Fﬂ(¢)] et pr(Bn[¢]). Pour
calculer les Xk. on htilise une itération chaotique croissante avec élargis-
sement supérieur, puis si la solution obtenue n'est pas un point fixe, on
1'améliore par une itération chaotique décroissante avec rstrécissement in-
férieur.

Nous illustrons la technique sur le programme de tri d'un tableau, par
la méthode de "remontée des bulles”, que nous avons pris dans Mannal 1974,
p.191]. En enlevant toutes les instructions manipulant le tableau & trier

(dont on ne tient pas compte dans 1'analyse approchée) ce programme s‘'écrit:
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{1}
i:=n;
{2}
L:
{3}
si 120 alors
{4}
J:=03
{s}
M3
{s}
si J=1 alors
(7}
1:=1-1;
{8}
allera L;
finsi;
{s}
Ja=j+1;
{10}
allsra M;
finsi;
{11}

Le systéme approché d’équations en avant associé au programme est le suivant:

P, o= 8 ,
1

P, = P,(i+n)

Py = PallPg

Py, = Pyli+i=0)}

P, (3+[0,0])

PSU Plo

5 Peli+iMJ,3+1r])
P,(i+1-1)
Peliei=j,j+1 =j)

= PSIJ + j+1)
3 he de dé d
p = Pyi+1M[0,01 M(Tate G cyelei Ay

w

T 0 T D U UV U
L
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Le systéme approché d'équations en arriére assoclé au programme est le

suivant:

/

P, = P(i+[-»,+2],n+1)
P, =Py

Py =P, UP,
P

= Py (J+L =, +=])

Ps = Pg
X Pyiehe PSS

P, = Pyld «i+1)

Py =P,

P, =P l3+i-1

Pl" ) Ef Graphe de dépendance

Pyy =¥ (td8te de cycle: 6)

Pour analyser le programme, on utilise les spécifications:
® = ((i=1),(j=1), (n=[-e,+=]))
¥ = ((1=[-,+=]), (§=[ =, +=]), (n=[ =, +=]))

sans donner le détail des calculs:

P' 3 I (F(G)) .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
i 4 [-»,+w][~e, +00] [0, 400] [-a0, +w] [ -0, ][ O, +0] [-1, +®] [-e, 4] [-, +=] [ 0,0 ]
3 L L [ 0,+=][ 0,+=][ 0,0 1[ O,+=][ 0,+=][ 0,+=]{ O,+=][ 1,+=][ 0,+]

n [-o,+0][-®,+0] [-o, +o] [-w0, +00] [~c0, +06] [ ~00, +00] [ 00, +e0] [ -0, +0] [ -0, +e0] [ -e0, +0] [ -0, +e0]

Ce résultat est trés décevant mis a part pour j ol l'on a découvert gu'étant
initialisé par zéro et incrémenté de un, il est positif. L’analyse en

arriére apporte une amélioration:

P2 = PIAx? ob X% 3 Ifp(AX.P MBIV (X))

1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 11
i 1 [ 0,+=][ O,+][ 1,+0][ 1,+w][ 1,+x][ 1,+=][ O,+=][ 1,+=}[ 1,+=}[ 0,0 ]
b 1 + [ 0,40][ G,+] 0,+][ 0,+=}[ G,+][ O,+][ 0,+=][ 1,+=][ 0,+=]

n [0, +w][-2,+w] [0, +0] [ -0, +e0] [ 00, +00] [ o0, +e0] [ -e0, +e0] [0, 4] [ -w0, 402] [0, +00] [ -e0, +o0]

L'analyse en arriére a permis de découvrir que i étant décrémenté de un dans

une boucle gui s'acheéve avec i=0, il faut nécessairement que i soit positif
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avant l'entrée dans la boucle pour que cette boucle se termine. Les informa-

tions qui viennent d'&tre trouvées sont propagées en avant:

P = P2AX? o X 2 Lfp(AX.PELBW) (X))

1 2 3 4 5 <] 7 8 9 10 11
i1 [0,+=][0,+o][1,+=][1,+=][1,+0][1,+] [0, +=][1,+=][1,+=][0,0 ]
3 1 L [1,+=][1,+=][0,0 1[0, +=][1,+=][1, +=] {0, +=][1,+=][1, +]

n [0,+][0,+=][0,+=][0, +»] [0, +=] [0, +=] [0, +=][0, +=] [0, +=] {0, +=] [0, +=]

Une derniére &tape montre qus les résultats se stabilisent. Nous avans d'
ailleurs trouvé le meilleur résultat que 1l'on peut obtenir avec les systémes
d‘équations approchés dont nous disposons. En particulier, nous avons décou-
vert que si ne[-=,-1] alors le programme ne se termine pas ou conduit & une
erreur. D'aillleurs la spécification d'entrée n20 est donnée par Manna[1S874,
p.181], mais il est intéressant de noter que si elle n'est pas fournie par

le programmeur, il est facile de montrer automatiquement et & peu de frais

qu'il y a erreur.

Ayant découvert la condition d‘’entrée:
((1=1),(3=1),(n,[0,+=]))
et les déclarations qui doivent figurer dans le programme
D = ((1=00,+=1), (3={0,+=]), (n=[0, +=]))
il reste & déterminer ol doivent &tre placés les tests & l'exécution.
} des variables au point d'entrée a, d'une ins-

k Kk
truction I, il suffit de vérifier en utilisant le systéme d'é&quations en a-

Connaissant les propriétés P

vant, que le transformé P de P; par I au point de sortie a de I est inclus

dans D. Si ce n'est pas le cas, un test & 1'exécution est nécessaire, ainsi:

- Au point d’entrée il faut tester que n=20.

- Quand on décrémente i on a [1,+»]-[1,1] £{0,+»], aucun test n'est
nécessaire.

- Quand on incrémente j on a [0,+x]+[1,1]=[1,+»+1] le compilateur doit pré-
voir la détection possible par le matériel d'une faute par débordement
supérieur lors de 1l'incrémentation de j. En fait ceci est inutile car on
voit que 1'on a toujours j<i. D’aprés 1'approximation qui a été choisie
en 5.6.1, 1l est impossible d'exprimer des relationé entre ces variables
et donc de découvrir cette inégalit&. Nous présentons maintenant une tech-
nique d'approximation moins grossiére qui permet de découvrir des relations

entre variables numériques d'un programme.
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5.8 DECOUVERTE AUTOMATIQUE DE RELATIONS LINEAIRES D'EGALITE OU D'INEGALITE
ENTRE VARIABLES NUMERIQUES D'UN PROGRAMME

Il est assez rare gu'un raisonnement sur un programme ne nécessite pas
la découverte de relations invariantes entre les variables x;, ..., X, du
programme, (voir par exemple 5.6.1.2)., Dans cette application nous proposons
de découvrir des relations linfaires d'égalité (ax1+bx2+...+wxn=a ol
a, b, ..., w et a sont des constantes) ou d'inggalité (axl*bxz*...+wxnsa)
entre les variables numériques x,, ..., xn d’'un programme. Comme exemple
introductif nous donnons 1’analyse du programme de tri, par "remontée des
bulles”, de Knuth[1873, p.1071:

procédure tri(N : valeur entier; K : tableau(1,N] de réel);

var B, J, T : entier;

début
B:=N;
{1}
tantque B21 faire
{2}
Ji=1; T:=0;
{3}
tantque Js(B-1) faire
{4}
si K[JI>K[J+1] alors
{5}
échanger(J,J+1); {pas d'effets de bord sur N,B,J,T}
{s}
T:=J; -
{7}
finsi;
{8}
Ji=J+1;
{s}
refaire;
{10}
si T=0 alors retourner finsi;
{11}
B:=T;
{12}
refaire;
{13}

£in;

L'analyse automatique de cette procédure (qui a été effectuée gréce & 1'im-
plémentation expérimentale de cette application réalisée par N.Halbwachs),

a permis de découvrir les invariants suivants:
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Py = {B=N}

P = {1zBsN}

P = {1<BsN, J=1, T=0}

p ,p_,P = {BsN, T20, T+1sJ, J+1<B}
P

4 5 6

g = {B<N, J21, J+1s8, J=T}
Pa = {BgN, J+1sB, J21, T20, TsJ}
Pq = {Bsn, J<B, J22, T20, T+1<3}

P1o,P11 = {BsN, J<B, T20, T+1<J, B<J+1}
) = {J=N, T20, T+1<J, T=B}
LP‘3 = {Bsn, B2}

Cette information est utile pour vérifier que les index de tableaux
sont cdmpris entre les barnes surtout gquand ces bornes sont données sous for-
me de constantes symboligues {alors gue 1'application 5.7 est misux adaptés
au cas de bornes numériques}. De plus ces invariants sont indispensables &
la justification du programme et sont complémentaires des spécifications don-

nées par le programmeur, qui bien souvent n'entre pas a ce ﬁiveau de détails.
5.8.1 Espace de propriétés approchées.

Soit PePn = Un+{!£§l,£ggﬁ} unepropriété sur n variables & valeurs dans
1'ensemble U des raticnnels. L'espace de propriétés approchées est défini
par la fermeture supérieure P ol p(P) est la propriété caractéristique de
1'ensemble des points de 1l'enveloppe convexe de 1'ensemble caractérisé par

P. L'interprétation géométrique est donc:

vA y
I P(x,y) pPIIx,y)
! * Y A Y
+ +5e)
' oaeTg '&ﬁ;§»
i !

=
=
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Pour comparer cette application & la précédente qul concernait la dé-
couverte d'un intervalle devaleurs des variables numériques, il faut observer

que la fermeture utilisée au paragraphe 5.7 était plus simplement:

yi v
|
Plx,y} i P(P) (x,y)
+ !
] ++ |
! + + +

+

¥ . t

® ®

Pour 1'application qui nous intéresse maintenant, il faut étudier 1'en-
semble D(Pn]. Soit PePn. Comme U est 1l'ensemble des entiers, rationnels ou
résls que l'on peut représenter en machine, il est fini. Par conséquent le
nombre de valeurs de u" gui satisfont P est fini, et donc p(P} est un poly-
hédre convexe puisque c'est 1'enveloppe convexe d'un nombre fini de points
de l'espace u". En conclusion, on peut représenter p(P) par un nombre fini
de relations linéaires d’égalité ou d’'inégalité entre les variables du pro-
gramme. (En prenant un point de vue plus abstrait on peut oublier les limi-
tations habituelles des langages de programmation et considérer que les va-
riables du programme sont & valeurs dans 1'ensemble R des réels. Dans ce
cas p(Pn] correspond aux sous-ensembles convexes de R" st certains ne peu-
vent pas 8tre décrits par un systéme fini de relations linéaires d'égalité
ou d'inégalité. Alors 1l’espace des propriétés approchées qui correspond aux
polyhédres convexes n'est pas un treillls complet. Toutefeis 1'utilisation
des algorithmes d'approximation dynamique développés au paragraphe 4,1 garan-
tit que la résolution itérative des systémes d'éguations associés aux pro-
grammes se fait en un nombre fini de pas de sorte que la limite de la suite

des itérés est un polyhé&dre convexe, (voir remarque 4.1.2.0.7.(e)).

5.8.2 Regles de construction du systéme approché d'éguations en
avant associé d un programme

Affectation:
Spit X le vecteur colonne des variables du programme et AX<B le



(5)-80

systéme de contraintes avant une instruction d'affectation (pour simplifier,

les relations d’égalité son représentées par deux relations d'inégalité oppo-

sées):

- L'affectation n'est pas lingaire (comms x:=x%+yz-t) alors le systéme de
contraintes aprés l'instruction est obtenu en &liminant x dans le systéme
AX<B.

- Sinon 1'affectation est linéaire de la forme xk:=alxl+...+anxn+b ol
84 cees an,b sont des co&fficients rationnels.

. S5i a_n'est pas nul alors 1’affectation est inversible, c'est-a-dire

k

gue l'on peut calculer l'ancienne valeur de x, pour laguslle un systé-

k
me de contraintes est connu en fonction de la nouvelle valeur. Le

systéma de contraintes aprds 1'affectation est donc obtenu en rempla-

gant x,  par [xk-alxl- e _ak-lxk-l-ak#lxk+l"'_anxn-b)/ak dans AXs<B.

. S1 a_est nul alors 1l’ancienne valeur de x, est perdue et on élimine

K k

X du systéme de contraintes AX<B. On rajoute ensuita la contrainte
X Ta Xt . *ak_lxk_l*ak’lxk‘l*...+anxn*b.

Exemple:
, & b2 t3 B
Systéme de contraintes a 1l'entrée 2
B EE
d'une affectation : 172
X)X, 2 -1
Affectation non Affectation linéaire Affectation linSaire
linéaire : non inversible : inversible :
o= 2- 2 &= 1R 3 =
%22 (%, 17-(x,) X, xl+1 X, x1+x2/2 1
Systéme de contraintes en sortie :
[x - | ) X 5. =2 x5 2xEnl 2183
1 1 1 2
TX *x, = 1 o x]+2x2 2 7

+3x1-2xz 2 -3

Fin de l'exemple.

Test:
Si le test sst linéaire, les contraintes en sortie sont obtenues en

rajoutant la contrainte du test au systéme de contraintes en entrées. Si
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le test n'est pas linéaire, il est simplement ignoré st les contraintes en

entrée st sortie sont les mémes.

Jonetion de chemins d'exécution:

A une jonction de chemins a,, .... a, ol les systémes de contraintes res-
pectifs sont Alstl. ceey AKXSBK, on calcule le systéme des contraintes corres-
pondant & 1'enveloppe convexe des polyhédres convexes définis par
AleBl. 500 AkXSBk. (Pour éviter une partie de ce calcul codteux, on main-
tient dans 1'implémantation, une double représentation des propriétés appro-
chées: un systéme de contraintes et le systéme générateur du polyhédre corres-

pondant {(Lanery[1966])).

Exemple:
i
b
2 *il
e
X, =
X 21
X, 2 L4 1
\\\\ x, = 2
x +x_ S | 2
2 . |
a 3 *y 0 1 X
x
2
2
X, 20 2
X 0
2
1
<
X, 2
“x, X5 1
[ 1 Xy

Pin de 1l'exemple.

5.8.3 Résolution approch&e du systéme d'équations par une itération
chaotique croissante avec &largissement supérieur
ta résoclution itérative du syst@me d'équations associé & un programme
stant en général non convergente en un nombre fini de pas, nous utilisons une
itération chaotique croissante avec élargissement supérieur (définition
4.1.2.0.5).

L'élargissement supérieur Plva est constitué par les contraintes de Pl




(5)-82

satisfaites par les éléments du systéme générateur de P,. Comme le nombre
de contraintes ne peut ainsi que diminuer, les conditions de la définition
4.1.2.0.4 sont satisfaites.

Exemple:
34
[“1e23 < -2 i
@] 1+23 5 8 ¥
(125 < -2 I
Q,] I+23 < 10
Jz 0O 1
L L ;
14
_ |-1+23 < -2
leg?[ Jz O
i
0 1

Fin de 1'exermwle.

Nous illustrons la résolution d'un systeme d'équations approché associé

& un programme sur l'exemple suivant:

{1}
I:=2; J:=0;
{2}
L:
{3}
si ... alors
{4}
I:=I+4;
{5}
sinon
{s}
I:2I+2; J:=J+1;
{7}
finsi;
{8}

allera L;

(Le test d'une condition non linéaire est ignaré).
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Les régles énoncées au paragraphe 5.8.2 permettent de construire le sys-

téme approché d’'équations en avant associé & ce programme:

=
affectation(I:=2) o affectation(J:=0)(P,)

——

- envelogge-cunvexs(Pz,Psl

=P,

= affectation(1:=1¢4)(P“]

=P,

= affectation{J:=J+1) o affectation(I:=I+2)(P;)
= enveloppe-convexe(P,P,)

. R R ) -
n

~

‘U ® UV © 0 D T U
N

L'exemple étant trés simple, nous pouvons maintenant illustrer la réso-

lution approchée de ce systéme d'équations. Comme 1'autorise la remarque
4,1.2.0.7{c), 1'élargissemant n'est utilisé que lorsque suffisamment d'infor-

mations sont rassemblées en chaque point du programme.

P; = 1 pour i=1..8 (polyhédre vide)

Pl =T v

P; = affectation{I:=2) o affectation[J:=0)(P:)
= {I=2,3=0}

P! = snvelogge-convexe[P;,P:] = envelaupe—convexe(P;,1]=P;
pl = pl = p!
6 3

Pl = affectation(I:=I+4)(P})

= {1-6,3=0}
p! = affectation(J:=J+1) o affectation(I:=I+2](P;)

= {1=4,3=1}
pl = enveloppe-convexe(P;,P;)
= {1+2J=6,4s126}

_
i
Ll
3
/-
0
5

B ———
T
"

o
~
*
o
o




2
L
2
s
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anvelooEe-convexe(P;,P;]
= {2J+2<I,1+2J<6,0<J}

_p2 _ p2

=P =P

= affectation{I:=I+4)(P?)
= {2J+6<I,I+2J<10,0<3}

(I est remplacé par I-4 dans Pﬁ car 1'affectation est inversible)
= affectation{J:=J+1) o affectation(I:=I+2}(P%)

= (2J+251,1+2J%10,1<J}

(I et J sont remplacés respectivement par I-2 et J-1 dans P:].

= enveloEpe-convexs(Pz,Pil
= {2J+251,651+2J510,0<J}

-
o
B

-
o
"

i~

= P§ v envelopee-convexe(Pi,Pz)

dh
- (P2,P2)
envelopce-convexe 2" 8
)
L™ - 2
.
i
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P} = {2J+25I,0s}

3 _p3 ., p3

P, =Ps =P

P3 = affectation(I:=I+4)(P})
= {23+651,0<3}

p? = affectation(J:=J+1) . affectation[I:=I+2)(P:)

7 — LA L LL

= {2J+2<1,1sJ}
3 . . 3 3
Ps enveloppe convexe(Ps,P7)

o
~

P: = {2J+2<1,6<I+2J,0<3}

Alors envelopge—convexe(Pi,Pé]=P:, donc a trouvé un point fixe du systéme
d'équations et le résultat final est:

{1}
I:=2;J:=0;
{2} {1=2,3=0}
[
{3} {23+2<1,0s3}
si ... alaors

{a} — {23%2s<I,0s3}
I:=I+4;
{5} {2J+651,0<3}
sinon

{5} {23+2<1,0<3}
T:=I+2; J:=J+1;
{7} {23+2<1,1<3}
finsis
(8} T2J+2<I, 65I+23,0s3}
allera L;
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En particulier, nous avons trouvé un invariant de boucle {2J+2<1,0<3}

qui exprime une relation invariante entre les deux variables I et J du pro-
gramme bien que cette relation ne soit mise en évidence dans aucune instruc-
tion du programme.

On trouvera des informations complémentaires concernant cette applica-
tion dans Cousot & Halbwachs[1878]. En complément de cette référence,
ajoutons que les résultats obtenus par une itération croissante avec élar-
gissement supérisur peuvent &tre améliorés par une itération décroissante
avec retrécissement supérieur (comme au parsgraphe 5.7.3.2). Si 1'on désire
également obtenir des contraintes nécessaires pour que le programme se ter-

mine sans erreurs, on utilisera la technique 5.7.5.

5.8.4 Exemple

Pour terminer, nous reprenons l'exemple 5.7.4 de la procédure de recher-
che dichotomique d'une clé k dans une table R comportant n éléments dont les
clés sont rangées par ordre croissant. Noter que le nombre d’éléments du
tableau est maintenant une constante symboligue & valeur fixe mais indétermi-
née et non plus une constante numérigue. Nous donnons en commentaires de la
procédure les résultats de 1'analyse des relations linéaires d'égalité ou
d'inégalité entre les variables de la procédure. Cette analyse a &té automa-
tiguement réalisée en machine. Ces résultats pourront &tre avantageusement
comparés a ceux obtenus par les méthodes de vérification de_Suzuki&
Ishihata(1377], les méthodes heuristiques de German{1978] procédant par essais
et erreurs et les méthodes d'analyse du flot des données de Gilbert[1977].
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type table = tableau [1,n] d’entiers;
procédure recherche-dichotomique(var R: tahle; k: valeur entier;
m: résultat entier);
var bi, bs : entier;
début
bi := biftable); bs := pbs(tablel;
{bi=1, bs=n}
tantque bishs faire
{1sbishs<n}
m = (bi+bs) div2;
{1sbisbssn, Zms<bi+bss2m+1 (et donc 1SmSn car m est entier)}

si k=R(m) alors
bi := bs+1;
{1sbs<n, bs<2ms2bs, bi=bs+1}

sinonsi k<R(m) alors

bs 1= m-1;
{1shisn, 2bi-1<2m<bi+n, m=bs+1}
sinon
bi = m+1;
{1<bs<n, bss2m<2bs, bi=m+1}
{msbs+1, 3bis2hs+n+3, 3hisZbs+2m+3, 2bi<Zhs+3, bs+m+1<bi+n,
bi+msbs+n+1, 1<n, bss<n, hss2m, bs+4<3bi+m, 1<2m, bs+1Sbi+m}
rafaire;
{12bi, bs<n, bs<bi, (noter que si n<1, m n'est pas initialisé)}
si R{m}=k alors m := biltable)-1 finsi;

fin,
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5.9 HIERARCHIE DES APPLICATIONS

Pour terminer ce chapitre, nous pouvons ordonner partiellement quelgques
analyses approchées qui ont été données en exemples (en utilisant la notion
intuitive de précision de 1'approximation qui correspond & 1l'ordre & dans le
treillis des fermetures):

Connexité du graphe
de prograrme (§5.4)

7

Propazation des Signe des Parité des
constantes (§5.5.2) variables (§5.2) variables (§5.3)

N G o=
\ /N

Intervalle de valeurs Signe et narité des
des variables (§5.7) variables (§5.4)

Relations linéaires d'égalité ou
d'inégalité entre variables {§5.8)

N\

\

rnalyse sdmantique
exacte (§3)




Un travail qui reste & faire est de compléter ce treillis avec d'autres
applications intéressantes. S'il peut &tre difficile d'imaginer des modéles
approchés et utiles, chacun des exemples donnés dans ce chapitre a montré que
le schéma théorique que nous proposons offre un guide trés précis mettant en
évidance les problémes & résoudre pour chague application particuliére et
proposant des méthodes générales pour les solutionner.

Enfin, la méthode d'analyse des programmes gue nous proposons est la
méme qu'il s’agisse d'analyse sémantique exacte (§3) ou qu'il s'agisse d'ana-
lyse sémantique automatique mais approchée (§5). Entre ces deux extrémes,
on pourrait utiliser le méme modéle pour effectuer & la main des analyses
approchées mais trop complexes pour é&tre complétement automatisables. Bien
que nous n'ayons pas donné de tels exemples, il y a 1a un champ ouvert d'ap-

plications intéressantes.

5.10 NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

Les techniques booléennes d'optimisation de programmes remontent 3
Vyssotsky et Wegner qui les ont mises en oceuvre dans un compilateur FORTRAN,
Ils utilisérent une méthode de résolution itérative. Plus tard Allen(1970],
Allen[1871], Cocke[1970] introduisirent une méthode de résolution comparable
3 la méthode d'élimination de Gauss et basée sur les intervalles du graphe
de programme. Cette méthode qui exige que les équations soient booléennes
et le graphe de programme "réductible” n'est pas générale, [Earnest[1974],
Graham & Wegman([1976], Hecht & Ullman[1972], Hecht & Ullman[1874],

Kasvanov[ 19731, Kennedy[1972], Schaefer[1973], Tarjan[1974]). La résolution
itérative des égquations booléennes a été utilisée indépendamment par Ichbiah,
Morel & Renvoise[1972],Hscht & Ul1lman[1973], elle n'impase &évidemment aucune
restriction. Les tentatives de comparaison entre ies méthodes directes et
itératives (Hecht & Ullman[1975], Kennedy[1876], Tarjan[1975]) n’apportent
pas de conclusions trés tranchées car les hypoth&ses qui permettent d'utili-
ser les méthodes directes assurent généralement une convergence rapide dans
les méthodes itératives. Par exemple, dans le cas du probléme des variables
vivantas (4.2.4.1.1), on sait démontrer l'existence d’un ordre optimal de
parcours du graphe de programme (Kennedy{1975], Tarjan[19761) et quand le
programme est réductible, on sait donner un algorithme pour construire cet
ordre (Aho & Ullman[1876]). Cela montre d'ailleurs que le probléme de 1'étu-

de théorique des stratégies chaotiques optimales peut recevoir une réponse dans
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certains cas particuliers intéressants. Spillman(1971],Boom[1974] et Aho &
Ullman[1977, ch.14.7] discutent 1'emploi des techniques classiques d'optimi-

sation des programmes en présence de pointeurs.

Notre méthode d'analyse des programmas généralise 1'idée déjad ancienne
d’effectuer une exécution symbolique sur des valeurs abstraites caractérisant
les propriétés a découvrir, Jensen[13965], Naur[18965], Sintzoff[1972],
Kildal1[1973], Karr[1875], Schwartz[1975], Wegbreit[1875].

On trouvera des exemples de technigques pour déterminer & la compilation
le type des objets manipulés par un langage de haut-niveau dans Bauer &
Saal{1974], Tenenbaum[1974], Jones & Muchnick[1976] et Kaplen & Ullman[1978].

On pourra comparer notre application & la découverte d'un intervalle de
valeur des variables numériques d'un programme (§5.7) & 1'approche empirique
de Harrison[1977]. Pour mémoire, rappelons les méthodes de vérification uti-
lisées par Welsh[1877] et Suzuki & Ishihata[1977].

L'application & la découverte de relations lindaires d'égalité ou d'i-
négalité entre les variables d'un programme (§5.8) améliore les résultats de
Karr{1976] sur le probléme plus simple de déterminer des contraintes linéai-
res d'égalité. 11 existe des approches différentes de la nétre qui ont ap-
porté des réponses partielles au probléme de découvrir des relations inva-
riantes entre les variables d'un programme: Cocper[1971], Caplain[1975],
Elspas[1974], Germain & Weghreit[1975], Katz & Manna[1878], Wegbreit[1974],
Weghreit[1977]. 3

Signalons pour terminer que 1l’application & la découverte automatique
d'un intervalle de valeurs des varisbles numériques d'un programme a été

implémentée par un élédve de J.Cohen & 1'Université Brandeis & la suite de
Cousot & Cousotf19768]1, Curry[1877] applique 1'idée d'interprétation abstrai-

te de Cousot & Cousotf19777 & un langage de programmation graphique.
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6. ANALYSE SEMANTIQUE DES PROCEDURES RECURSIVES

Nous considérons maintenant un langage de programmation plus général
gue précédemment avec affectation, instruction conditionnelle, instruction
de branchement inconditionnel, structure de bloc st procédures éventuel-
lement récursives (avec passage de paramétres par valeur-résultat). Cette
étude est nécessaires pour tenir compte de tralts de langage tras largement
utilisés dans les langages de programmation. £lle a également 1'avantage
de montrer que la démarchs gque nous avons suivie, dans les chapitres
précédents, pour élaborer une méthode d’analyse sémantique des programmes
est tout & fait générale. Nous reprenons 1e plan de 1l'étude des programmes
séquentiels itératifs, 3 ceci prés qu'au lisu de considérer des systémes
d'équations de la forme X=F (X}, nous devons considérer des systémes de la
forme f(X) = F(f)(X). En effet, nous avons observé au chapitres 3 que nous
pouvions analyser un programme séquentiel itératif 7 en assoclant a chaque
point @ du programme un prédicat Patwl qui dépend implicitement d’une
spécification d'entrés ¥. Ces prédicats étaient obtenus comme solution d'un
systéme d'équations P(#)=G(P) (¥). En observant que le systéme d'éguations
peut s'écrire sous la forme P[¢]=Fw[¢](P(¢]] et en analysant le programme
pour une spécification donnée ¢, il n'était pas nécessaire de considérer
un systeme d'équations fonctionnelles puisgue nous pouvions poser
X -P {¢) et résoudre X=F(X) avec F= F {¢). Dans le cas d'une procédure
récursive le systéme d'équations P(¢)=G(P](¢] s'écrit sous la forme
P(®)=H(P(g(¥})) puisque pour chaque appel récursif de la procédurs, il y a
une spécification d'entrée différente qui est fonction de la spécification
d'entrée correspondant & 1'appel principal. Pour la résolution exacte de
P(¢)=G(P)(¥), la simplification consistant 3 ne considérer que la seule
spécification d'entrée correspondant & un appel principal donné, ne peut
donc pas étres retenue puisque ceci conduit & considérer chacune des spé-
cifications d'entrée correspondant aux diverses invocations récursives de

la procédure. c'est-a-dire un nombre généralement infini d'équations. Il
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est donc nécessaire d'associer en chaque point de la procédure une fonction
(ou transformateur) de prédicats, ce gui ne pose pas de nouvelle difficulté
théorique puisqu'on paut résoudre P(¥)=G(P)(¢) en utilisant les résultats
obtenus dans les chapitres précédents (en posant P=F(P) avec
F=AP.{A¢.[G(P}(¥)1}). Toutefois dans le cas d'uns analyse approchée, il est
possible de spécialiser les méthodes automatigques de résolution approchée
au cas de systémes d'équations fonctionnelles tout en évitant la difficulté
d’avoir & représenter en machine des fonctions. Il suffit de reprendre
1'idée de spécifications d'entrée données et celle d’approximation pour

dviter d'avoir 3 considérer un nombre infini de spécifications d'entrée.

6.1 SEMANTIQUE DEDUCTIVE EN AVANT DES PROCEDURES RECURSIVES

Comme nous considérons maintenant un langage & structure de bloc,
chague variable du programme n'est pas visible en chaque point du programme.
I1 faut donc définir en chague point du programme un esnvirocnnement
(x::Ul.....xn:Un], en bref (x:U), qui donne lss variables du programme
visibles en ce point et pour chacune d'elles le domaine de ses valeurs. Cet

environnement est défini statiguement par ila syntaxe du langage.

Soit f une procédure comportant o points programme ay; sss» a, et dont
les paramétres passés par valsur v=(v,,...,v_) st résultat r=(r,.....rq]
sont & valeur dans T-(T ,....T ) et T'=(T‘.....T ]. A cheque point e, de
la procédure f auquel est associe un transformateur de prédicat
@ie((T+B) + (+B)) od B={vrai, faux} qui est obtenu comme la plus petite
solution d'un systéme d'équations sémantiques en avant associé & la procé-
dure f. Soilt ¢e(T>B) une spécification d’entrée de la procédure f, alors
l'ensemble des valeurs possibles des variables X au point ay lors d'uns
exécution de f, (appelée avec des paramétres d’entrée dont les valsurs v

sont telles que ©(v) est vral), est caractérisé par ¢i(¢].

Nous donnons maintenant les régles de construction du systdme
d'équations en avant associé 3 une procédure. Les régles pour 1'affectation.
les tests et les branchements inconditionnels sont les m8mes qu'au chapitre 3

mise & part la prise en compte de la portée des identificateurs résultant
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de la structure de bloc. La principale difficulté est constituée par les

régles correspondant aux déclarations et appels de procédure.

Affectation :

Sofent (x:T) et oy les environnement et transformateur de prédicats
associés au point a; d'une procédure, avant 1'affectation x:=s(x]) ol
ae (U+ll). Alors 1'environnement correspondant au point aJ aprés 1'affactation
est (x:U) et ¢J=affactatiun[e)°¢i. En résumé, on écrira :

<4y s (x:)>

x:=a(x);
<¢J-affectation(e)°¢i . >

Instruction conditionnelle :

<¢i . x>
si p(x) alers (ol pe(TFB))

<6, =test(pled, . (x:Ty>
sinon
<¢k=test(ggg(p]]°¢i . (x:0)>

finsi;

Bloe :

A la différence d'ALGOL 80 (Naur M963]) nous considérons qu'une seule
déclaration est applicable & un identificateur en chaque point d’'un pro-
gramme, c'aest-a-dire que comme en LIS un identificateur I déclaré dans un
blec A ne peut pas 8tre redéclaré dans un bloc B intérieur & A avec
1'effet qu'a 1'intérisur de B la déclaration de I en B masque la déclaration
de I en A. Ceci n'est pas une restriction sémantique puisqu’il est toujours
possible de modifier syntaxigquement les identificateurs du bloc intérieur.
Ce trait de langage e d’'ailleurs été adopté dans gquelques langages de pro-
grammation (Ichbish et al. {18741, Lampson et al. [18771).
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<4y » Gald>
début
yl:tl, saes ym:tm)
<b,=début (WT)es, . (x:T,y:T)>
b, (x:U,y:T)>
fing
<pp=fin(@Trep . (x:T>

-~ les identificateurs 7=y1,...,ym sont syntaxiguement différents des

X’Xl. vess Xn-

- TQTIX....me et les T, ..., Tm sont des domeines de valeurs des

variables de type tl. eses tm.

- debut(MT) = début(CUyx.exl ), (T x.0.xT )
e (U+B) + (UxT-B)
€ (CUyxeeaxtl +B) + (U;xuauxl xT x..oxT +B))
- n - - n 1 m
= AP, {A(x,y) . [P (x) et y=QI} o
= AP AXCXyseeeax oY seeany D IPIX Leeux ) gt f%‘yj'ﬂj”]}
ol QJ est la valeur "non-initialisé” dans TJ;
= fAn(G,T
e ((TxT+B) + (T+B))
= AP [3veT ¢ PRV}

= AP.[A(xI;....xn].[3(vl..... v) € TyxewoxT P(xl,....xn.vl.....vmlﬂ

On exprime simplement que dans le bloc, les variables xl. aees Xn et
yl. cens Yo sont visibles. A 1'entrée du bloc, on sait que les variables
xl. cres X ont méme valeur qu'ad 1’extérieur du bloc et que les yx. eves Yo
ne sont pas initialisés. A la sortie du bloc, les variables yl....,ym

locales au bloc sont éliminges.

Solent P, 1, n, 4, ..., i tels que Pelll x...xl +B), (1s1,qsn),
(vke [1.q], (1<f,<n)) et (VYk.2e M.ql, (k#2)=> (1, #1,)). Dans la suite on

utilisera lss notations suivantes :
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-n 1 q
Gi(P) = )\[vx.-..,vi_l.vi”....,un].[iaeu1 : P(vl.....vi_l,a,vi+1,....vn]]
-n o Sn-geL =ntgrz —n-1 —n
O m, apm & LRt P
1 q 1 2 g-1 q

n+m

{noter que : Fin((U xovoxt 1, (T %o..xT 1) =0
==X i n 1 m N¥1,0ee,N+m

n =
o (P} = Ax.[ﬂ(al....,ai_l,ai#l,...,an) € [le...xui_lxui*lx...xUn]

Pla ,e0.,a, ..%,8 ven,a )]
1 n

i-1 i+’

oil""'iq(P] = A(xl,...,xq].[(Vks[1.n]—{il,...,iq}, BaKEUk) : P[vl,...,vn]]

ot YRel1,n], vy = si (Tjel1,q]: £=ij] alors xj sinon a, finsi;

Etiquette et branchements inconditionnels :

Nous considérons que les valeurs des étiquettes sont statiquement
détermindes et que les branchements inconditionnels sont & 1l'intérieur
d'une méme procédure. (Les sauts & 1'extérieur d'une procédure qui
améneraient & considérer des équations plus complexes sont donc exclus).

Le transformateur de prédicats ¢i associé au point de programme a;
suivant une étiquette L est la disjonction des transformateurs de prédicats
¢, associés aux points de programme aJ précédant une instruction allera L ou
précédant L. Dans le cas d'un branchement inconditionnel hors d'un bloc, la
sortie du bloc doit &tre considérée. Comme nous voulons éviter un lourd

formalisme syntaxique pour décrire cette régle, un exemple suffira :



<(x:M)>

{1}
allera L;
{2}
L:
{3}
début
Yyt
début
yz:tzt
{4}
allera L;
finj
{s}
allera L;
fin;
{8}
allera Ls
On a:

¢ =061 ou {61 ou [£inC(UxT ), (T 1)eftn (D), (T ))od 1
1 2 = 1 2 - 1 L]

ou [fin( (M. (T 1)e¢ 1 ou [0 ]
e 1 5 - 6
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Corpg d'une procédure :

Nous considérons un mécanisme de passage de paramdtres par valeur

(la valeur du paramédtre effectif est recopiée dans le paramdtre formel

avant 1'appel de procédure) ou par résultat (la valeur du paramdtre formel

est recopiée dans le paramdtre effectif aprés 1'appel de la procédura)l.

Pour simplifier les régles de construction du systéme d'éguations séman-

tiques en avant associées & une procédure :

nous considérons que dans le passage de paramétres par valeur, la
paramétre effectif est une veriable. (On peut obtenir la régle corres-
pondant au cas général d'une expression en considérant que 1'appel f(e)
est équivalent & début z:t; z:=a; F{z); Fins ).

Nous ne considérerons pas le passage de paramdtre par valeur-résultat
(puisque 1'appel f{x) est équivalent & début z:t; f'(x,z); x:=z fin
ol le corps de la procédure f' est le méme que celui de f sauf qu'il se

termine par l'affectation de x & z).

Nous considérerons aussi qu'aucune variable globale n'est visible dans
une procédure (puisque le mécanisme de passage de paramétres peut Btre
utilisé pour accéder &, ou faire un effet de bord sur une variable

globale (quand les variables globales accessibles dans le corps des la

procédure sont également accessibles en chacun des points d’appel)).

Nous omettons les fonctions qui sont une simple facilité d'écriture que
1'on peut toujours remplacer par une procédure en intreduisant un para-

métre résultat supplémentaire.

Toutes les restrictions précédentes ne concernent véritablement que

des facilités d'écriture et la seule véritable restriction sémantigue est

la suivante :

Nous supposerons que l'on peut toujours associer statiquement un corps
de procédure & un appel de procédure (ce qui exclut le passage de fonc-

tions ou procédures en paramétre de procédure}.
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Nous pouvons maintenant &noncer la régle de construction des équations

associées au corps d'une procédure :

procédure f{v:t valeur; r:t' résultat) =
<¢,=entrés(T,T*) , (v':T,v:T,r:T')>
<>
¥

fin-procs;

<¢k=sortie[ .T')°¢j>

- Les variables v’ n'apparaissent pas dans le corps de la procédure,
- T et T' sont les domaines devaleurs des variables v et r de types t st t',

- entrée(T,T")
e ((T+B) » (TxT'xT+B))
= WA, T VL[PIV) et (vev') et (r=@)1}

- sortie(T,T")
e UTXT'xT>B) + (TxT'+B))
= AP AW, [FVeT ¢ POV, VLT 1Y
On notera que si T=T x...xT_ et T'=T__ x...xT_ aloers
1 2] P+l a

sortie(T,T')=0""9
SRR 0 Sa80E

Intuitivement, une spécification des paramétres v passés par valeur
est connue tandis que les paramétres r passés par résultat ne sont pas
initialisés. La valeur initiale des paramétres d'entrée v est recoplée
dans les variables auxiliaires v' de sorte qu'ad la sortie de la procédure,
on connait un prédicat, sur la valsur initiale des paramdtres d'entrée et
sur les valeurs finales des param@tres d’'entrée et de sortie, gqul exprime
la condition de terminaison de la procédure et la valeur finale des para-
maétres. Comme la valeur finale des paramétres d'entrée n'est d'aucun
intérét dans le contexte d'appel, les variables v sont éliminées & la

sortie de la procédure.
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Appel de procédure :

Pour éviter d'avoir & choisir un ordre de passage des paramdtres
résultat, nous supposerans gue tous les paramdtres effectifs sont des

variables syntaxiqusment distinctes.

Soit P(x,v,r) un prédicat caractérisant le domaine des variables x,
v et T avant 1'appel de procédure f{v,r) qui s'effectue dans 1'environ-
nement syntaxique [;:U,Q:T,;:T'J. Les variables x n'interviennent pas dans
1'appel st les paramé@tres v passés par valeur ne sont pas modifiés, de
sorte que B(x,v) = {3reT’ : P(X,v,T)} est vral aprés 1'sppel. La spécifi-
cation des paramdtres d'entrée v avant 1'appel est ©=Av.{3xell,3reT’ :
P(x,v,T)}. Soit ¥ le transformateur de prédicat associé 3 la procédurs f,
on a vu que (@) (v,r) exprime une condition sur les valeurs des paramdtres
d'entrée v pour que 1l'exécution de f se termine et caractérise le domaine

des résultats r de la procédure. On a donc :

Px,v,or) , (:Uv:T, T3>
f[;;;)x

<(FO)v,1) et Q(x,v)) , (iU, 0T, reT 0>

ou
- ¢ = Av.{3xel,3reT' ¢ P(x,v.7)}
- 0 = Ax.v).{3reT' : P(x,v,T)}

Pour plus de précision, nous pouvons énoncer cette régle en détail

comme suit ¢

<¢i.(x1:U1....,xn:Un]>

FlX, srueaX, 31X senesX, ),
i 4 ‘3
L ip tpa q

<¢J=BEEQIIF'[ulx"'Xun)'(11""'ip]‘(ip¢1""'iq])°¢i .

(x U ,e00,x U )>
1 1 n n



(63-10

ad

- pel(F, (U xeouxtl ),(1 ,0uu,d ), 01 ,...,
appel(f, ( lx X n] (il p] ( 1q))

p+1
€ {((U xuoux +B) +» (U x...xll +R))
1 i n 1 n

sXg seeeaX, )

n
= AP.{A(xl.....xnl.[¢ktdil.'..'i

(F’])[xi reseaXy
p 1 P ptl q

n =N
et Zip,,'----1q(01p‘1-----iqtp)](xl""'x”)]}

ol
- ¢k est associé au point de programme suivant le fin-proc du corps de la

procédurse f,

- Si (rsn), (vkeld,rl, 1Sik5n]. (Wk,2e[1,r], (k=2R)=> [ik =1£]] et

Pe (U xeuoxt! +R) elors,
1 n-r

bk 3 (P) = Alx beeux 1LIPCY 1] ob wkel1,n-rl,
r

1 ,eees
1

4 .....VJ

1 n-r

oy = rin{i: (1>Jk_lJ et (el4,rd, i*1)) avec j,=0.

Exemple 6.1.0.1 :
Nous 1llustrons 1'association d'un systéme d'équations sémantiques en

avant & une procédure récursive sur 1'axempls classique de la factoriells :
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procédure f(x: sntier valeur; y: entier résultat) =

{1}
si x=0 alors
{2}
yi=1;
{3}
sinon
{4}
début z: entier:;
{5} T JpC
Zziex-13
{6}
flzsy)s
{7}
yiaxhyg
{a}
fin
{s}
finais
{10}
fin-proc;
{11}

le systéme d'éSquations sémantiques en avant associd 3 cette procédurs est :

¢ € (entier>B) + (entier®+B)

= sntrée [(entier), (entier)]

= aP.{A(a,y,x}.[Pla) st (x=a) st (y=R)]}
¢ e (entier+B) + (entier’+B)

= Egggtkta.y.x).(x-0))°¢’

- AP.{A(e.y.x).[¢‘[P][a.y.x] et (x=0)]} i
(entier+*B) + (entier®+RB)
ef-Factation[Ma‘.y.x].[a.1.x)]°¢2
AW {ACa,y,x) . [3m ¢ ¢2(P)(a.m.xl et (y=11}
¢ ¢ (entier>B) + (entier’+B)
3255[A(a.y.x]-[x*0)]°¢!
AP.{A(a.y.x).[¢l(PJ[a.y.x] 8t (x=0)]
¢ e (entisr+B) + entier“+B)
début (entier?, entier)°¢“
AP.{A(a.y.x,z].[¢“(P)(a.y.x] st (z=m)]}
¢ e (entier+B) + (entier“+B)

a affectation(l(a,y.x.z].(a.y.x,x-1)]°¢5
= AP.{A(a,y,%x,2 ). [3m : ¢5(P)(a.y.x.m] et (z=x-1)1}

©-
m
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¢, e (entisr>B) -+ (entier*+B)

= appel{f,entier”, (4),(2))ed,

= AP (A la,y,x,2) . [9,, (04 (P))(z,y) et T,(P)(a,x,z)1}odg

= AP {Ala,yx,z). (6, (00 (6 (P))) (2,y) et 53 (8,(P))(a,x,2)]}
¢y ¢ (entiersB) + {entier*+B)

= affectation(Ala,y,x,z).{a,x*y ,x,z))ed,

= 3. {Ala,y,x,2).[Bn : ¢,{P)(a,n,x,2) gt (y=x*n)]}
¢, € {entier+B) > (entier"+B)

= fin(entier?, entier)°¢a

= a:°¢8
$,, € (entier>B) ~ (entier?+B)
= 63 ou ¢,

by € (entier+B) + (entier?+B)
= sortie[(entier), (entier)Jo¢,,
. =3,
- 33 20
Fin de 1'exemple

Les régles de construction du systéme d'équations sémantiques en
avant associé 3 un programme comportant des procédures récursives psuvent
8tre justifiées par rapport & une sémantique opérationnells ou dénotation-
nelle. Mise & part la complexité introduite par la récursivité la démarche
ast fondamentalsment la mdme qu'au chapitre 3. En particulier la plus

petite solution (pour 1'implication) du systéme d'équations

1o = L. {F (p)PI}] [4]
associé au programme T s'obtient par le théoréme 2.7.0.1 puisgue
. [XP.{FW(w)(P]}] est un morphisme complet pour la disjonction.

Exemple 6.1.0.2.

Nous résolvons le systi@me d’Squations associé & la procédure factorielle
de 1'exemple 6.1.0.1. Pour les calculs 3 la main 11 est plus faclle de
simplifier le systéme d’équations, par exemple en éliminant ¢1' 000D ¢m ce

qui donne :
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o, = Ay, [ aP.{A(a,y). [(P(a) et (a=0) et (y=1))
ou (8n : YAz [P(z+1) et (2+1 = 0)])(a-1,n)
gt P(a) gt (a=0) st (y=a*n)]1}1 04,1

Résolvant itérativement en partant de 1'infimum de

((entisr+B)+(entier>+B)), nous obtenons les premiers termes :

[¢; = AP.{Aa,y). [faux]}
[¢}1 = AP, {)A(a,y).[P(a) et (a=0) et (y=all]}
(42 = WP.{A(a.y).[P(a) et (D<as1) gt (y=al)]}

L'itération est infinie de sorte que pour passer & la limite nous
inventons le terme général ¢; , montrons qu'il est correct par induction
finie, et passons a la limite sn faisant tendre k vers 1'infini. Le
théoréme 2.7.0.1 montre que cette limite est 1la plus petite solution (pour
1'implication) de 1'équation fonctionnelle. Pour le pas d'induction

SUPPOSONS gue Nous ayons
[of = P.{Mauy). [P(a) gt (Osastk=1)) gt (y=al)]}

alors i1 vient :

2 “":1 (Az. [Plz+1) gt (z+1 = M) =
Ala,y).[P(a+1) et (a+1 = D) et (O<as(k-1)) st (y=al)l
- 0% Oz. Plz+1) et (z+1 = 0111 (a-1.n) = {P(a) st (1sask) st (n=(a-1)1)}
- (3n: ¢y (Az.[P(2z+1) gt (2+1 = 0)]){a-1,n) st P(a) st (a=0) et (y=axnl)]} =
{Pla) st (1sask) et (y=all}
[o% = Wp.{A(a.y). [Pla) et (Osask) st (y=al)l}

Passant 3 la limite nous obtsnons :

63 = 0u (P.{Aa,y).[P(a) et (Osask) et (y=al)l})

o kew
[¢5, = w.{Ata,y).[P(a) et (O<a) gt (y=al)l}
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Remarquons en particulisr que la factorielle, telle gue nous 1'avons &cri-
te ne se termine pas pour des valeurs négatives de son paramdtre d’entrée.
Fin de 1'exemple.

Ezemple 6.1.0.3.
La fonction 91 de MacCarthy
Flx) = si x>100 alors x-10 sinon f(f(x+11}) fipsi
qui calculse :
si x>100 alors x-10 sinon 91 finsi

nous permet d'illustrer le cas d’'appels récursifs imbriqués. Dans notre

langage elle s'écrit :

procédure f(x: entier valeur; y: entier résultat) =

{1}
si x>100 alors
{2}
yi=x~10;
{3}
sinon
{4}
début z: entier;
{5}
Z:ax+11;
{6}
début t: entier;
{7}
flzst)s
{8}
fltsy)s
{s}
fins
{10}
£ins
{11}
finsi;
{12}
fin-proc,
{13}

Le systéme d'éguations sémantiques en avant associé & cette procédure

est le suivant :

4 e {entier+B)+(entier®+B)
= entrée[(entier), (entier)]
AP {Ala,y,x). [P(a) et (x=a) et (y=Q)1}
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A
m

(entier+B)+(entier’+B)
_’tﬂ[)\l’a.y.x).(x>1l2)0)]°tl>1

AP {Ala,y.x). [¢, (P (a,y,x) st (x>100)]}
(entier+B)+(entier’+R)
a-F-Fectation()\[a.y.x].[a,x-10,x))°¢z
AP.{Ala,y,x). [3m : ¢, (PY(a,m, x) et (y=x-10)1}
{entier+B)+{entier+B)
t_es_t()\(a,y,x).(xsmﬂ)]"fbl
)\P.{Ma.y.xl.[d:‘(P][a.y.x) et (xs100)1}
(entier+*B)+(entier*+B)

début ((entier®), (entier)) ¢,
AP.{Ma,y,x.z].[¢~(P)(a.y.x) et (z=Q1]}
(entier+B)+>(entier*+B)
affectation[k(a.y.x.z).(a.y.x.x+11]]=¢5
AP.{A(a,y,x,2). [3m : ¢5[PJ(a.y.x.m) st (z=x+11)1}
(entier+8)+(entier’+B)

début ((entier®), (entier) ]°¢s
AP.{A(a.y.x.z.t).[¢S(F’)(a.y.x.z) at (t=Q)]}
(entier+B)+(entiers+B)

© ©
L R O . T

©
m

©-
L I T S"]

hd
m

o
m

s o
appel(f,entier’, (4),(5)) ¢7
AP.{A(a.y.x.z.t].[¢u(a:(¢7(P)])(z.t) __1:_6:[¢7(P))(a.y.x.zll}
(entier+B)+(entier®+B)

©
m

aEEel('F.Bntier.(SJ.(2]J°¢a

W {Alay,x,z,8). [0 (030 (P)II(t,y) _t_a‘:watplna,x.z.t)]}
(entier+B)-+(entier"+B)

Ffin((entier*), (entier)) ¢

—s°

o'5 ¢9

(entisr+B)+(entier3+B)

©
m

-
m

fin((entier®), (entier) ]°¢m
=y

°u°¢1o

(sntier>B)+(entier’+B)

¢a = ¢u .
{entier+B)}+(entier?+B)

= sortie[(entier), (ent:l.er]]etb12

0

©
m

m

13
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Ce systéme d'équations se simplifie comme suit :

[ 6, = ).P.{)\(a.y.x,z,tl.[fb!3 (Az. [P(z-11) et (2511111)(2,t) et P(a) et
\ (x=a) gt (y=) st (xs100) st (z=x+11)]}
¢, = AP.{Ma.y.x.z.tJ.[4513 fG:[P))(t,y) et B:IPJta,x.z.tJ]}o¢a

¢, = W.{lay).[Pla) et (8>100) et (y=a-10)1}) ou tof'zoq;g)
ce qui peut s’écrire :
¢ = AP.{Ala,y).[P(a) et (2>100) et (y=a-10)] ou
cf'ztw()\(a.y.x,z.t).[¢(Az.[P(z—1‘IJ et (zs111)1)(z,t)
et Pla) et (as100) et (x=a)
et (y=Q) et (z=x+1111}

voo= AP Day, Xz, t) 9T P (t,y) 8t T (P)(a,x,2,t)1}

Le plus petit point fixe est calculé par approximations successives

en partant de 1'infimum :

60 = Ap.{\(a,y). [faux]1}

[w° = AP.{Ala,y,x,z,t) . [faux]}

[¢' = AP.{A(a.y).[Pla) et (a>100) st (y=a-10)1}

[4* = 2ap.{Ma.y).[P(a) et (((2>100) et (y=a-10)) ou ((a=100)
et (y=911)))1}

Avec un peu d'imagination on envisage le terme général de la séquence

comme suit :

# = AP.0Atawy).[P(a) st (((2>100) gt (y=a-10)) ou ((k<11)
&t [102-ksas100) et (y=91)) ou ((k211)
2t (81-11x(k-11)<as100) et (y=91))}1}

k

. xp.n(a.y.x.z.tl.m"ra:tpmt.y) st TP (a.x, 2, 1)1}

-
[

L'étape d'induction (k>2) montre que cette hypoth&se est corracte :
s iaz. Prz-11) et (z111)])(z,t) = [P(z-11) gt (2<111) et {((2>100) et
(t=2-10]) ou ((ks11) et (102-k<z<100) et (t=91) ou
((k211) gt (31-11x(k-11)525100) et (t=91))}]
Posons
0 = Ala,y,x,2,t). [6°(Az. [P(z-11) st (26111)1) (z,t) et Pla) et (as100)
et (x=a) et (y=Q) et (z=x+11)]
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Aprés substitutions et simplifications nous obtenons :
0 = AMa,y.x,z,t). [Pa) st (x=a) gt (y=0) st (z=a+11) ot {((30sas100) et
(t=a+1)) ou ((k<11) et (91-ksasBI) st (t=91)) ou
((k211) st (91-11%((k+1)-1115a<89) et (£=81))}]
I1 vient : 07(Q) = At.[((815£<100) ot P(t-1)) ou (£=81]1, ce qui permet
d’évaluer
¢k(c:(0]1[t.yJ = (ty=91) st ({P(t-1) st {(t=101) ou ((Kk<11)
8t (102-k<t<100)) ou ((k211)
&t (915t<100))}} ou {(k211) et (t=9111))

commse
5
1,2

of @) = Aa,y).IP(a) st (y=81) st {(a=100) ou ((ks11) st
(102-(k+1)<e=89)) ou ((k211) st (90<a<98)) ou
((k211) st (2=90)) ou ((k=11) gt (91-k<as<88)) ou
((k211] gt (91-11%(k+1)-11)5as89))}]
nous obtanons :
¢5"1 = AP.{Alay). [PCa) st (((2>100) gt (y=a-10)) oy ((ke1<11) st
(102- (k+1)5a<100) gt (y=81)) ou ((k+1211) et
{81-11% ((k+1)-11)5a<100) et (y=91)1}1}

Paggant & la limite, le plus petit point fixe est :

[¢“ = AP.{Ala,y).[P(a) gt {((a>100) gt (y=a-10]) ou ((a<100)
st (y=31))}1}
Fin de 1'exemple.

Exemple B6.1.0.4 :

Ce dernier exemple (calcul des puissances de deux) illustre 1’emploi
du théoréme 4.1.1.0.2 pour calculer 2 la main une approximation supérieure
Zu plus petit point fixe du systéme d'équations associé 3 une procédure ce

qui permet de donner une preuve de correction nartielle.
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procédure f(x: entier valsur; y: entier résultat) =

{1}
yi=1;
{2}
L:
{3}
si x>0 alors
{a}
X:=x-1;
{s}
début z: entier;
{6}
fixsz);
{7}
yi=y+z;
{a}
allera L;
£ins
finsis
{9}
fin-proc;
{10}

Le systéme d'équations sémantiques en avant associé & cette procédure

gst le suilvant :

b
m

(entier+B)>(entier3+R)
entrés{{sntier), (entier))
AP.{A(a,y,x).[P(a) et (x=a) et (y=q)]}
(entier+B)+(entier3+B)
affectation()\[a.y.x].(a.1.x])°¢1

= AP.{A(a,y,x).[3m : ¢1[P](a.m,x] et (y=111}
¢ € (entier+B)+(entier’+8)

R4
m

= ¢z gg_i_:_t_g[(entier"),(entier)]%a
A 6:°¢a
# € (entier+B)~(entier?+B)
= Eggg[k(a.y.x).(x>oll°¢3
= XP.{A[a.y.x).[¢3(P][a.y.x) et (x>0)1}
¢ ¢ (entier+B)+{entier’+B)
= affectation[k[a,y,x).[a.y.x-1]l°¢“
= AP.{A(a,y.x).[¢h(P)(a,y.x+1)]}
& € (entier+B)+(entier®+B)
= début((entier’],(entier)]°¢5
< P {Alasy,x.2) . [6 (P (a,y.x) et (z=Q)1}




m

Ce systéme
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{entier+B)+(entier’+B}

EEEgltf,entier“,3,4J°¢s

WMy, x.2) [0 [0:[¢S(P)])(x.zJ _eia':ftbS(Pl][a.y.x)]}
(antier+B)+(entisr’+B)
affectation[k[a.y.x.z].(a.y*z.x.z))°¢7

AW {Ala,y,x,2z). [3m : ¢7(PJ(a.m,x.z] at (y=m+2)]}
(entier>B)+({entier®+B) ’

Eggg(k(a,y.x).[xsﬂ))°¢3

AP.{A[a.y.x].[¢3(P](a.y.x) et (x<011}
(entier+B)+(entier?+B)

sortis([entier].(entier)h(p9

=3
g%
3 ¢9

d'équations peut &tre substantiellement simplifié en :

F1(¢3'¢m

)

AP.{A(a,y,x).[{P(a) st (x=a) st (y=1)) ou

Fz(¢a'¢m

)

(3m: ¢m (U:(A[a.y.x].[¢3(P](a.y.x+1]
st (x20)1))(x,y-m) st 6 (P)}(a.m,x+1) st (x20)11}

AP. {0} (Ala,y.x) . [6 (P)(a,y,x) gt (xsD)])})

Résolvant itérativement 3 partir de 1'infimum :

¢: = AP.{Ala,y,x). [faux]}
@L = \P.{\{a,y).[faux]}

en utilisant la stratégie chaotique de Gauss-Seidel :

ke, k .k
¢a F1[¢z’¢13
k+1_

¢

10

k+1
F, [¢3 .0

k
10

)
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nous obtenons les premiers termes :

[} = ap.{Ala,y.x). [Plalet(x=alet(y=1)1}
¢! = AP.{Ala,y). [P(a)et(asD)et(y=1)]}

[ 03 = AP.{Ala,y.x). ([Pla)et(x=a)et(y=1)] ou [Pla)et(x=0)gt(a=1)et(y=2)]1)}
2 = AP.{A(a,y). ([P(a)gt(asOletly=1)] ou [P(a)et(a=1)et(y=2)11}

cb: = . {Ala,y.x) . ([Pla)gt(x=a)gtly=1)] ou [Pla)et(x=0)et(a=1)etly=2)]
ou [Pla)et{x=1)st(a=2)et(y=3)11}
¢° = WP.{)(a,y).([P(a)et(asDletly=1)] ou [Plaletla=1)stly=2111}

9! = WP.{Ala,y,x). ([Pla)gt(x=aletly=1)] ou [Pla)et(x=0)et(a=1)etly=2)]
ou [P(a)st(x=0)et(a=2)et(y=4]]
ou [Plaletlx=1)etl{a=2)etly=3)]11}

AP, {Afa,y). ([Pla)et(asO)etly=1)] ou [P(a)etla=1)at(y=2}]
ou [Plal)gtla=2letly=411}

&
=
"

(47 = W®.{Aa,y,x). ([Plalgtix=algtly=1]] ou [Pla)at(x=0)gt(a=1)stly=2]]
ou [Pla)et(x=0)gtla=2)etly=4)] ou [P(a)et(x=1)st(a=2))))
8tly=3)]1 ou [Pla)et(x=2)gt(a=3)et(y=511)}

AP {Ala,y). ([P(2)gt(as0lat(v=1)] cu fP(aletla=1)et(y=2)]
cu [Pladgt(2=2)etly=4)11}

=
-
"

Avec un peu d'intuition le calcul de ces premiers termes permet

d’envisager la forme suivante pour le terme général de 1l'itération :

8% = AP.{Ala,y,x). ([Pla)et(x=alstly=1)] ou
a-1
[P(a)et (Dsx<alet(y=1+ £ 2l)gt((ax(as1))/2-x<k)])}
1=x
Nous en déduisons :

87 = 3P.Dala,y). ([P(algtlastlat(y=1)1 cu
[::(a]e_t-[g<_=‘]-e_‘i[y=za]:5_t[[B*[E*1])/2<k)]]}

Il est aisé de vérifier que les premiers termes sont de la forme
k+1
ci-dessus. Pour le pas d’induction il faut montrer que ¢3+ = F1[¢t.¢; ).
Les calculs étant complexes nous nous contenterons de vérifier que

1 1
Fl(®t.¢i ] => ¢:+ . Comme i1 est évident que 0: = ¢t+ , on aura
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k k 4k 1
[¢3 ou F1(¢3'¢loJ] > ¢:‘ ce gui montre que ¢t est le terme général d'une

itération croissante approchée supérieurement (4.1.1.0.1).

68 (03 (A(a,yax) . [05(P) o,y x+1)gt (x20) 1)) Cxay-m)

= ¢':o (Ax.x20) (x,y-m)
=> [(x=0)et(y-m=1)] ou [(D<x)etly-m=2")gt((x*(x+1))/2<k]]

#5(PIta,m,xs1) gt (x20)

= [P(alet(x+1=algt(m=11gt(x20}] ou
a=1
[Plalet(Dsx<a-1)gt(m=1+ I 20 )et(((axla+1))/2-x)<ks1)]
i=x+1

done

F (85,05 ) = AP {A(a,y.x). ([Pladgtix-alst(y=1)]
ou [Plalet(x=0)etla=1letly=2)]
a-1

ou [Plaletix=0<a-1)stly=1+ I 2')
i=x
et (((ax(a+1))/2-x)<k+1)]
ou [Pa)et(O<x=a-11etly=1+2""")
et((ax(a-1))/2<k}]
a-i

ou [Pla)gt(O<x<a-1)gtly=1+ I 2h
i=x

et(((ax(a+1))/2-x)<k+1) 1}

=> WP.{Ala,y,x). ([Pla)gtlx=algtly=1)] _ |

ou [Pla)et(Osx<aletly=1+ L 27)
i=x
et(((axlas1))/2-x)cks 11 1}

k+1

- ¢3

Le terme de rang & de l'itération chaotique croissante approchée

supérieursment est donc ¥ = of soit :
K<w * X
a- 3
6% - 3p.Dh(a,y,.x).[P(a] st (((x=aletly=1))ou((0sx<aletly=1+ I 271))1}
] i=x
. .

nous en dédulseons : ]
6 2 ap.(Ma,y).[P(a) et (((asDletly=1))gul(a>Qletly=1+ £ 271011}
1=0

- P [A(a,y].[Pla) et (((a<0)etly=1))ou((a20)etly=2")111}

En abrégeant le systéme d'équations en ®=F(4) nous avons :

ou FA%) = Feou 08 = F8Y)

W _ Ko K+l
6 = 0u 6 = U o
k<w k<w

k<w k<w
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car nous avons montré (Yk<w, F(t_bk]"> ¢k+1) et F est un morphisme complet
pour la disjonction. Comme ¢w est un post-point fixe de F, c'est la limite
de l'itération (4.1.1.0.1.(c)) et le théoréme 4.1.1.0.2 montre que
lfp(F]=€>®m. Nous en déduisons donc que la procédure f est partiellement
correcte : si x est un entier positif ou nul et f(x,y} se termine alors
y=2x. La preuve de terminaison est évidente par récurrence finie.

#in de l'sxerple.

6.2 METHODES CONSTRUCTIVES D'APPROXIMATION DE SOLUTIONS D*'UM SYSTEME
D'EQUATIONS FONCTIONMELLES

Les technigues développées au chapitre 4 sont directement applicables
pour approcher le plus petit point fixe du systéme d’'équations sémantiques

en avant :
nl

N ) m 1
$=F(¢) ol ¢e(igl((u +R) > (U ~+R)))
2ssocié & une procédure récursive (ayant m paramétres d'entrée 3 valeurs dans
U et comportant n points-programmes). Par exemple pour une approximation
supérieure nous définirons une image approchée supérisurement Lk de (Uk-*BJ

peur tout k20 (définition 4.2.7.0.8):

= k
Ly D(@k.YK] (" +B83 -

de sorte que le paragraphe 4.2.8 nous indique comment construire un systéme

d'équations approché en définissant & l'aide du théoréme 4.2.8.0.3 :

mn
(L>L ) B Ly )R LR
m mi mi. mi'm

m
avec
@mi'm = X6.(Q etoy )
Yo oo X¢'(Ymi°¢°@m)
et
n IR n LHEY
Tl »L ) B@E.F) LT =B - >R
i=1 [} mi n n LT
avec
3 - A(¢1.....¢n).(@ml'm(¢l).....@mn'm(¢nll
Ty = A6 a0y, ,m(¢1"""Ymn.m(¢n”

1
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ce qui donne un systéme d'équations approché de la forme :

n
¢ = F(¢) od o¢e( T (Lm-’Lm 1
i=1 i_
ol les régles de construction de F assurent que :

@ntF) €F
avec
@n = AF.@ oFey_

Y, = AF.YnoFoﬁn

Ayant calculé Lfp(F) en utilisant ls théoréme 2.9.1.0.1 ou une
approximation supérieure ¢ de Ifp(F) en utilisant les techniques d'approxi-
mation de points fixes baséass sur une accélération de la convergence par

extrapolation du paragraphe 4.1 le théoréme 4.,2.8.0.4 assures que @

1fp(F) = 7n($)

Soit par sxemple & faire une analyse approchée du signe de la fonction :
f(x) = si x21000 alors x sinon -f(-2*x} finsi;
en utilisant 1'approximation d&finie au paragraphe 5.3. La fonction qui au
signe de x associe le signe de f(x) est le plus petit point fixe de la
fonctionnelle :
$F o= A4 00P.I(P N #) 1 -9(-P) ]}
résolvant itérativement nous obtenons :
[¢° =2pus
[ 61 = F(4%) = W {(PNH) -1} = AP.(POIE)
o* = F(eY) = Ap {(PMHYU-((-PIN )}
= AP{(PNHUPNA)} car (-P)N# = -(PMN*) gt -~P = P
= w.{(PNuN}
= ap{PnT}
= AP.P
6 = F(¢?) = ap.{(PN#) U--P}
= AP.P

Nous venons donc de montrer que le signe de f(x) est le méme gue le
signe da x. Notre démarche est exactement la m&me qu'au chapitre 5, a la
seule différence que les inconnues ¢i du systéme d'éguations ¢=F(¢) sont

des fonctions [¢ie(Lm*Lm )) tendis qu’au chaoitre 5 nous considérions un
1
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systéme d’équations X=F(X] ol Xist. Ainsi dans 1’exemple ci-dessus les
calculs portaient sur des fonctions représentées par des lambda-expressions
symboliques et non pas sur les &léments du treillis L1 = {1,0,%,2,7}. En
machine cette représentation des fonctions n'est pas pratique car le calcul
symbolique est difficilement automatisable et 1’cn utilisera plus volontiers
une représentation des &léments de L1 +Ll Par une table a cing entrées.
Toutefols dans le cas général la cardinalité de Ll est grande ou infinie

et aucune représentation finie des &léments de Ll--rL1 n'est commode en
machine. Toutefols en pratique 11 n'est pas nécessaire de connaitrs la
fonction Ifp(F) mais beaucoup plus simplement le prédicat Lfp(F)(P) pour

un certain nombre de conditions d'entrée P. Ceci revient & dire que nous
nous contenterons de calculer 1’approximation supérieure ¢e(L ->L ) de

@ (Lfp(F)) pour un nombre fini d’arguments ce qui permettra de représenter
¢ par une table. Parmi les idées possibles nous pouvons pour tout x de Ll
envisager d’approcher ¢(x) par ¢{(T) car x€T implique par monotonis
$(x}=¢(T). Mieux encore, nous pouvans calculer ¢(P) ol P est donné par les
divers contextes d'appel. Plutdt que de faire l'analyse de la procédure

a la déclaration ceci revient & faire l'analyse pour chaque appeal. Par

exemple pour calculer Lfp(F)(+) nous aurons :

%Py = 1 wP={1,0,+,%,7}

PP = (PN U-02(-%) = F5-¢%(%) = FyL = %
¢ (2) = (AN U-4Y-2) = oU-$ (%) = oU-% = QU = 2
$2(8) = ($NH)U-¢(-4) = 2U-¢l(2) = 2y-t = 2yt = &
$2(2) = (2T4)U-¢2(-2) = DL-¢2($) = OU-% = gU* =

Le calcul de Lfp(F) (%) ne nécessite pas la connaissance compldte de
la fonction Lfp(F) mais simplement celle ds Lfp(F1(*) et Lfp(F)(+). Nous
formalisons maintenant les idées qui viennent d’8tre présentéess (6.2.1)
et résolvons ensuite (6.2.2) les probl2mes posés par des espaces de
cardinalité infinie en s’inspirant de 4.1.
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6.2.1 Résolution d'un systéme d'équations fonctionnelles a point fixe
dans un espace fini par itération chaotique

DEFINITION 6.2.1.0.1 Itération chaotique finte pour un systéme

d'équations fonctionnelles 4 point “ize

) n
Soient pour 1=1,...,n les treillis complets Di' Di. L=iEl(Di-*n£) et

Feconts(L~+L}. Nous considérons le systéme d'équations fonctionnelles
%=F(¢) qui se détaille en :

f o, =F (6) ol Fie(L+(n +n)

il

!
A(wl.....wn).{AP.[Fi(P.wl.....un]]}(¢l.....¢n]
= Ayaseyn
- Un index est un vecteur (Jl.....Jn] tel que {¥iel1,nl, Ji gﬂi}

n
- Etant donné un index J siglﬂi nous définissons F. par :

J
Yoel, FJ(¢)=¢
avec

viel1,n], wi=AX. si XeJ:.L alors Fi(¢](x) sinon ¢i(x1 finsi;

- Soient ¢el, YeDj. nous dirons que 1'évaluation de thé](Y] néecessite
L'évaluation de ¢1[X) ce que nous noterons F_(d){Y) s> ¢i[X] si et seulement
si Fj s'écrit sous la forme Aw.{AP.[...wi(f(P.W)]...]} et f(Y,d)=X.

n
- Soit V gigloi' nous noterons F-fermeture(¢,V) le plus petit vectsur

—

R
(pour 1'inclusion g) V giglni tel que :

{¥iel1.nl, V; v u{xed; : {3kel1,nl, BYer ¢ F (3] o> 0, (X)}}

n
- Une itération chaotique finie partant de 6°¢L, pour V gigxni et définte
par F et la suite admissible d'index J°, J%, ..., Jk. ... est une suite
RN ¢k, veo d'éléments de L telle que :

vk, ofeF 08T}
I -
-{(viel1,n1), (¥XeV, ), (¥k20), (3221) : [erf‘l) et (Vyeltind, Woe v Iy,

o (4 ={x}, (¥yel1,n] & (5410, (W =), (TT=F-fermeture (6"* 1,01}
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LEMME 6.2.1.0.2
Une itération chaotique finie pour la fonctionnells F partant de

¢ eprefp (F) ast une chaine ascendante :

w20, ¢° = 65! 2F (") = Tus(FI(4)}.

Prewve : Comme ¢° € F(¢%) = Zufs(F)(¢°) pour tout 1=1,...,n st XeD; nous

avons ¢7(X) £ F (6")(X) & (Lufs(FI($°)), (X]. Si xa; alors

$71X) £ 0(X) = Fi(¢ 1(X) sinon X¢J° auquel cas 67(X) = ¢1(X) 5 F, (¢°)(xX).
Pour le pas d'induction supposons que pour k>0 nous ayons

' eet e Fe"h e luisCF]£¢ ). Pour tout 11,...,n /6t tout XeD; nous

avons solt Xe.]:- auqual cas ¢1£X! = F Edi ](K] & F [¢ 1X) e

EIma[F1(¢“]] (X) car Fi est mnnutuna ou x#J et duns ca cas

¢ (%] = dti (X] EF (¢ )(K] e F (¢ 1(X) & (luia(F1(d° 1) (X) e& qui montre

que m eF (¢ ) B (Im.aEF)[@uJ]i. Maintenant pour tuut i=1.....n at tout

X de D, nuua avons snit XeJi et ¢i{x) EF [¢ ](X] = Egl (%) uu x¢.] ,

¢ (X) = d: Yx) & F (¢ J(X) ca gui mntra que ¢ =8 c FN ] e Iu:s[F)W Y

F‘ar récurrence finie sur k le lemme est démontré.

Fin de la preuve.

THEOREME 6.2.1.0.3

Soit ¢%eprefp(F) tel qus ¢° € Ifp(F) alors une 1tération chaotique
finie pour la fonctionnelle F partant de ¢° pour Vsil;[ 0, et stationnaire
aprés € pas est telle qus :

{(viell.n D), (VXeV,), 470X = (Ifp(F)) (X1}

Preuve : Posons we = F-’-femtumws.\f}. Soient ie[1.,n] at Xe‘u‘i. Par
dé&finition d'une suits admissible d'indax FL=1 tel que Xd?l et donc

e+ dr 1 g+ a1 e+l € £ _ £
¢1 X1 = F .36 l[K! et comme ¢ il Lbi nous avons éi Filltil.

Soit maintenant Xefwi ) alors 3&5[1.:‘1], eV, tels que
s tm 1Y) e wjm et FJ[d;s] (2 s, o rftx] ce qui implique 3221 tel

que Yszp‘et KEF-*ermeture[dnE'l,(ﬁ,fﬂ.....{‘r},....R’] ot {Y} est en

kigme nusition. Par conséqguent Hpe[0,2-1] tel que Xe.li 2 auquel cas

#5700 = FL8%PI X sott 6500 = F,(65)(X). Comme v

m gwf nous avons donc

i
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montré que {VXEW:. ¢§(X) = Fi[¢€)[X]}.

Soit w°eL tel que pour tout i=1,....,n et tout XeDi nous ayons
w;(x) = si Xewi alors ¢§[X) sinon L finsis. Alors w°eprefp(F] et d'aprés
6.2.1.0.2 y° & Zuis(FJ(¢°) = 1fp(F) et d’aprgs le théoréme 2.7.0.1 nous
avons ifp(F) = U w ol wk F[mk‘ll. Nuntrons que pour tout kew on 3
F-fermeture (%°,W") = F-fermetura(p®,W€) = W at vie[1 Nl VXeW,
w:(X)-m:[XI Pour k=0 nous avons F-fermeture(d%,WS) = F- fermeture (4°,W5) =

F= fkrmeturs(ﬁ”,vl = N + Supposons le lemme vrai jusau'a k. Dn a

wk‘:(X] = F {¢ 1(X). Pour tout EeDJ tal que F [w 1) ek (Z) nous savans

par hypnthése d'induction que Zew et done u [ZI = w (Z) ce qui impligue

wjrzn . chzlkf} oo = F Mo - F e e uk;;Ex) Oe plus
F-fermeture (y" °, w )l = Wt gar pour tout ?ewj. chw 1Y) o+ ¢ (X
implique que thw 10Y) = ¢1{Xl et dunc XeF- fbrmeturs[wo wey = w . Par
récurrence sur k nous avans VXEN ’ wirxl = ¢ [X] et donc

(EjpiFlJ (X) = U ¢ (X] = ¢ (x1.

Fin de Za preuve

Dans 1ls cas oll les Di, 1=1,...,n sont des treillis satisfaisant la
condition de chalne ascandante alors 1'itération chaotique est stationnaire
mais il se peut que pour satisfaire 2 la définition 6.2.1.0.4 toute suite
admissible d'index ait & contenir un index avec une composante infinie.
C'est par exemple le cas de 1'équation ¢=Ay.{AX.[{(X+1)]1}(¢) obd de(l-L)
avec L=Zu{L,T} ordonné par L § 1 £ X E X E T & T pour tout Xel et L+1=1
et T+1=T. En pratiqus, la dé&finition 6.2.1.0.1 n'sst donc applicable que
pour des index & composantes finies, ce qui par exemple est le cas si les
Dl. oo Dn sont des treillis finis.

Nous abordons maintenant le cas géndral en reprenant les algorithmes
d'approximation de points fixes basés sur une accélération de la conver-
gence par extrapolation du paragraphe 4.1 qui sont adaptés au cas de

fonctionnelles.
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6.2.2 Itération chaotique croissante avec élargissement supérieur pour
approcher la solution d'un systéme d'équations fonctionnelles

DEFINITION 6.2.2.0.1 Itération chaotique croissante avec élargissement
supérieur pour un systéme d'équations fonction—

nelles 4 point fixe
n
. » i, L= I, (D,401)
et Femon(L+L}. Soient Fe(L+L) tslle que FEF et pour i=1,...,n les élargis-

sements supérieurs EietnixDi*Di) satisfaisant la définition 4.1.2.0.4.

Soient pour i=1,...,n les treillis complets Di' a]

n - ~
- Etant donné un index Jgiglni nous définissons FJ par VYoel, FJ[¢]=w avec
vie[1,n], wi=AX. si Xe.]i alors ¢1[XJV1F1(¢](X) sinon ¢1(X] finsi.

n
- Une itération chaotique croissante partant de ¢cL, pour Vgiglni et
définie par F et la suite admissible d'index 3% J'., ..., J',... est une

suite 6", ¢!, ..., ¢%,... d’'61éments de L telle que :

Avkat, of<F 4R
{tvielt ]]J(VX V.1, (¥k20),(3221) & (xed“*%) st (v, e[1,n], W5 3%P)
. € 0 » € 1 » = I . € 14 BL JE N, jgpgo J F]

ou (Wy={x}, (Vjelfin] ¢ (34), 04 =0), (W=F - fermeture (6%, W17 }.

J

THEOREME 6.2.2.0.2

Une itération chaotique croissante partant ds ¢°eL. pour Vsiﬁlni
et définie par F et F est une chalne ascendantes stationnairs dont la limite
¢E est telle que :
{(vie[1,n]), (¥XeV,), (IfP(F)) (X) £ 650X}

Prewve : D'aprés 4.1.2.0.4.(a) nous avans ¥XeD,, ¢, (X) = ¢1(X]V;-;(¢)[X] ce
gui montre que FJ est extensive pour tout k20 et par conséquent la suits
¢%, ¢, ..., ¢K,.5. est une chaine ascendante. Comme X apparalit une infinité

de fois dans la suite J°, ..., Jk,... i1 existe une suite iy, 1,, ..., ik
i+ 1
k K. oy
(X) = (X)V,C, ol C,eD! ce gqui montre d'aprés
3 NXITSE 8 Gy e iNEeRg e
4,1.2.0.4(b) que la suitse ¢°, oo ¢k.... est stationnaire.

Posons W& = E—férmeture[¢€.v). Pour tout i=1,...,n et tout XeVi nous
e+ c+f+1 el o= gl
; st donc ¢i (xX) = ¢i (XlViFi[m )(X) soit

€ L ET Y € € ~ € G
¢1[X) = ¢i[X]ViFi[¢ 1(X) =2 ¢1[X)lJFi(¢ J(X) = ¢1[X) et donc

telle que ¥jel1,nl, ¢

avons 32821 tel gue XelJ
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F [¢ J(X) g ¢ [X). Supposons maintenant gus xe(wi V. ) alnra dkel1,n],
BYsV tel que F (510Y) - mjrz) et F (651021 = ... o+ ¢ (X) ee qui
e+l

implique k=1 : v el et XeF-fermeture (657", (9.2, . ..,{Y}, ...,6111 ot {v}

est en ki2me position. Par conséquent Jpel0,2-1] tel que X;J *P at done
¢:*D‘%Kl = ¢E p{x]v F E¢ 1(%) ee qui impligue commes prﬁcédamnent gque
F [¢ 1(X) = ¢ (X1,

Définissons Y telle que vie[1,n], w =AX. si Xswi alors ¢ {X) sinon T fi;
Y est un post-point fixe de F et comme F=F Y est un post- point fixe de F
de sorte gque le théoréme 2.5.5.0.1 implique Zfp(F)=y ce qul montre
vie[1,n], VXevicwi [pr[F))i(X] € ¢, (X).
Fin de la preuve.

6.3 EXEMPLES D'ANALYSE SEMANTIQUE APPROCHEE EN AVANT DES PROCEDURES
RECURSIVES.

Ce paragraphe reprend quelques applications décrites au chapitre 5
pour illustrer 1'approximation supérieure de la plus petite solution d'un
systame d'éguations sémantiques fonctionnelles en avant associé a une

procédure récursive.
6.3.1 Cas d'un espace de propriétés approchées fini
6.3.1.1 Signe des variables d‘une procédure

Exemple 6.3.1.1.0.1
Considérons la procédure suivante :
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procédure f(x: entier valeur; y: entier résultatl)s=

{1}
si x21000 alors
{2}
yi=x3
{3}
sinon
{3}
début z: entier:
{5}
2:=-2%x%;
{s}
flzsy)s
{7}
yi=-ys
{a}
£ins
{9}
finsi;
{10}
fin-prac;
{11}

Le systdme d'équations sémantiques en avant qui lui est associé est

le suivant :

= AP.{)la,y,x).[P(a) et (x=a) st (y=R)1}
= Egg_g(k[a.y.x].(x21UDU])°¢l
= affectatlgﬂ[k(a.y.x].[a.x.x))°¢2
= E_ggt_:[)\(a.y,x].[x<1000])°¢3
= AP {\(a,y,x,2).[P(a,y,x) et (z=011}
affectation(Ala,y,x,2).(a,y,x,~2*x))od
& AP.(A(a.y.x.z].[¢11[0:(P)][z.y) at E:KP)(a.x.zJ]}°¢s
= affectation[}\[a.y.x.z].[a.—y.x.z)]°¢7
= G%od

L3 8
=6 oy ¢9

H
=0 o
1,2 ¢m

2 e ® N @ w F e N

o 6 e €& o 6 o 9 o o
]

-
=
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Choisissant la fermeture définie au paragraphe 5.2.1 un prédicat P
portant sur n variables ast approché par un vecteur de n &lé&ments du
treillis :

Le systéme d'équations approchéss correspondant est le suivant (pous
noterons P = (P(1),...,P{n)) quand PeLn) H

¢ e (LY+LY)
= AWP.(P{1),1,P(1))
¢ e (LT+LY)
= )\P.{¢1(P)H(T.T.+)}
¢, e (LPaLY)
- AP.{¢2(PJty+xJ}
6 e (LP+L%)
= ¢3
¢ e (L'a1™)
= AP.[P[1).P[2].P(3].L)°¢“
¢ e (LYY
= AP.{¢5(P)tz+-x)}
¢, e (LM
- AP.{(T.¢l}P[4)](21.T,¢u (P(4))(1)) N (P(1).T.P(3].P(4]]}a¢s
b e (L4l
= AP.{¢7[P](y*-y)}
¢ e (L'+LY)
= AP.[P(1].P[21,P(3)]°¢.
o e (L'=L?)
AP.{¢3[P] u ¢9(PJ}
6 e (LY+LY)
AP.[P[1).P(2])°¢n



Ce syst2me d'équations peut 8tre simplifié comme suit :

o, € (L*+12)
- AP.[P[1J.{tPt1Jﬂ+Ju-¢u -P(M11I(NI)

ou plus simplement :

¢u e {(L-+L)
= Ax. {(xM+) L-¢ (-x)}

Soit & calculer ¢u (+) en utilisant la définition 6.2.1.0.1. Nous

avons !

Pas O:
4 =
¢11 AXolL
Pas 1: Jo = ({+hH
61 (3) = (AMN+IU-¢° (-($)) = +1JL = +
n 1n
Pas 2: .J1 = ({*}H
$2 (2} = (*N+IU-¢! (-(2)) = Lu-¢' (4) = -
1 un n
Pas 3: J2 = ({+}H

3 (1) = (4 -02 (~3) = -2 (%) = (=) = =
¢ll (+) (+N+) U ¢u[ +) +1 ¢u( ) +U-(-) L+ =+
Pas 4: J3 = ({*}h
oty o[t -3 (-(%)) = -¢3 (3} = ~
¢u( ) =+ u ¢u (-(=)) = LU ¢u( )]

Le calcul converge st donc ¢u (+)=+ gt ¢n (<)==,

N

Fin de 1'exemple.

Exemple 6.3.1.1.0.2
Un exemple plus complexe est donné& par la fonction d'Ackermann

définie sur les entiers naturels par :

Fflx,y) = si x=0 alors

y+1
sinonsi y=0 alors
Flx=131)
sinon

Flx-1:f(x,y=1))
finsi;
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En choisissant 1'espace de propriétés approchées :

11 faut résoudre :

¢ = Alx,y).[ineriy) u¢l(decr(xﬂ+].+1 le>z(xﬂ+.¢l(xl'l+.decr[yl'!+llll
= ).[x,t].[¢1(decr(xl.t]] '

©
]

iner = Ax.cas x dans 1+L 3 O*>+ 3 ++4+ 3 T++ fincas;

deer = Ax.cas x dans L+L 3 O0+1 ; +-7T 3 T—+T fincas;

La valeur de ¢ (T,T) peut 8tre calculée par une itération chaotique
finie pour V=({(T,7)},%) et partent de :

¢: = Alx,y).L

¢2° = Alx,y).L

Pas 1: .Jo = ({(r.7).(+,7).(r,+)},8)
1 i 0 [ [J -
o1 (1,7 FUBTA) UG 4,07 (+,T)) =«
1 - 0 0 [ =
6,(4T] = ¢ U 61T, 4] Ll ](+,07(+,T)) = +
¢:[T.+] =+ [ ¢:(T,+] u ¢;r+.¢:t+.rll =+

et F-fermeture (¢!, ({(7,7T1}.8)1 = ({(T.7),(r,+), (+,T1)}.{(+,0})

Pas 2: J1 = (2,{(+,+11)

¢:r+,+r = ¢:(T.+] =+
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Pas 3: 1, = (T, 7, (+,1), (1, 4)},9)

¢:(r.r1 =+ U ¢§(r.+1 il ¢§(+.¢:t+.71)

L}
+

+uﬁnn1uﬁ043un1

W
+

¢:t+,71 =+ | ¢ftr,+1 1 ¢:[*.¢f(+.71)
$30Ta+) =+ 1 BT, ) U 204,80 0+,T)) = 4
1 1 2 1

st F-fermeture($*, ({(7,71}1.2)) = ({(T.7),(T,+), (+,T)}, {(+,©I

Pas 4: J = (8,{(+,+)}
3

M (r,4) = 3T, +) =+
2 pl

Pas 5: J, - ({cr,m)H
¢:[T.T) =+ | ¢:(r,+3 U ¢:t+.¢:(+,713
=+ 03T, 4) L 0%+, 0%+, 7)) = +
1 2 1

et F-fermeture (¢°, ({(7,7)},91) = ({(1.7), (T,+), (+,7)}, {(+,9)})

Nous avons démontré automatiquement que si la fonction d'Ackermann
est appelée avec des arguments entiers naturels alors il en est de m@me
dans les appels récursifs subséquents et le résultat est un entier
strictement positif.

Pin de l'exemple.

Remarque 6.3.1.1.0.3 Détermination d'une suite admissible d'index

En pratique la suite admissible d'index est déterminde en cours de
calcul, par exemple en utilisant 1'algorithme suivant :
A chague pas k, on évalue ¢i[X) pour tous les XEV1 et quand
Fi(X.¢] o ¢j(Y). on détermine la valeur Z de ¢J[Y) comme suit :
- S1 ¢,(Y) a déja été évalué au pas k, Z est la valeur correspondante ;
- Sinon si ¢,(Y) est en cours d'évaluation (c'est-a-dirs
Fj(Y,¢) o ¢j(Y)) alors si k™1 la valeur de Z est celle de &
k-1 sinon k=1 et Z est 1l'infimum L de Dj 3

J[Y] au pas

- Sipon Z est la valeur de F,(Y,d).

]

7in de la remargue.
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6.3.1.2 Pointeurs nuls et pointeurs non nuls

Considérons la procédure inverser(L,nil,L’) qui donne une copie L'
de 1'image inverse d'une liste linSaire chainde L :

type nosud = enregistrement

val : entier;
suiv: 4noeud;
fin;

procédure inverser({x,y: 4tnoeud valeur; z: +noeud résultat)=
sL xenil elors "y s
zimyy
sinon
début t: 4nosud;
:=allouer(noeud);
t.val 1= x.val;
tesuiv = y;
inverser(x.suiv,t;z};

fin;
finsi;

fin-procs

Reprenant 5.8.1.1, le systame d'équations approchées associé & inverser
est

¢l‘ = Mx.y).[_ga_s x dans 1+1; nil-+y; “nil -)q (¢ (Mil,y,1));
T+yUc [¢ (7.y,1)) fincas;

¢z = A(x.y.z).[c (¢ (%.y,z,™M21))]

¢3 = Mx.y.z.t].[(x.y.zbl[suw(x].t).t)]

[+ [(X ressX ---x]] X
i 2 XY o » i

-
A {(g,.-...xi..--.xnl} = (xl.--..xi_;,x sevnax )

1+2
sutv = Ap.cas p dans L +13 nil-+1; nil+T; T+T Fincas:

Evaluant ¢ ("mil,nil) en déterminant une suite admissible d'index par
1'algorithme E 3 1.1.0.3 nous obtenons :



(6)-36

Pas 1:
¢1("nil.nill

*3 . .
o‘3 [¢2["m.l.n1.l..L))

*3 _*h
= cr3 [c“ (¢’["nil.niz,;.“nilll)

* _xt . . 5
03 (6“ ("nil.ml.tpl(Tnmll,"mlll

*3 _*“ . . *3
03 [c“ [“mZ,mZ.("‘niZan [¢2[T,"n1lZ.J.]]),"niZ]J

*3 *“ *3 *“

o, [6“ ("m:Z.m'Z,("nilL}cr3 tak [¢3(T."11’I:Z..L.-'nil}]]].-m‘l:Z)]
3
=g (3
3 4

* £

3
i (T,"nil.tbl(T.'lniZ].“nil}))."nil])

Lom , . *3
(“rrbl,ml.["mlu‘:','3 (G
Comme ¢1[T."le) est en cours d'évaluation, il est approché
par L :

w Yl o g, *? _at 3 ,
= Us (c‘y“ I:"rrLZ,rrLZ.(‘WIZL}Ua (6“ (r,mil,1,m21))), mil)}

= mil

Pas 2:

R
¢ (mil,nil) = o: [6: (nil.nil ¢ (1, mil), nil))

*3 *“ . *3 *“ o
03 (6“ ["rz'LZ.m'Z.("rz‘IIZLI(‘I3 (6“ (T."niZ.¢1(T."niZ)."nil]])."ml))

Comme ¢1(T,"‘41IZ] est en cours d'évaluation il est approché

par la valeur 'nil obtenue au pas précédent :

*3 " wd it
03 (Bb ("nil.n'il.("niZch [EI‘ (t,™nil,7nil,"n1il))),"ntl))

= il

Noter que les calculs peuvent &tre réordonnés pour correspondre & la
définition 6.2.1.0.1.
En ce qui concerne 1'exemple proprement dit nous avons automatiquement
découvert que tnverser(L,nil,L') retourne L' différent de nil quand L n’est

pas nil.
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6.3.1.3 Pointeurs repérant des enregistrements distincts
Reprenons 1'exemple de la procédure tnverser:

procédure inverser(x,y: 4noeud valeur; z: tnosud résultat)=

si x=nil alors

{2}
zi=y;
{3}
sinon
{4}
début t: *nosud;
{s}
t:=allouer(noeud); t.val:i=x.val;
{6}
t.suivi=y;
{7}
inverser{x.suiv,t;z);
{a}
fin;
{a} -
finsi;
{10}
fin-proc;
{11}

en lul appliquant 1'analyse approchée du paragraphe 5.5.1.2. L'image
approchée d'un prédicat portant sur n variables de typs pointeurs xl,....xn
est une application de la forme A(xl,....an.P ol P est une partition de
{xl,....xn}. Rappelons la convention que si Xg et yJ sont dans des parties
distinctes, elles ne permettent pas de référencer, mdme indirectement, le

méme enregistrement. Nous noterons :

{/X,“"'xn/"'/yx‘""Ym/} +{2} = {/xl,...,xn/.../vl,....Ym/Z/}

{/x.xl,....xn/.../Yl,...,vm/}- {x} = {/Xl""'Xn/"'/Y,""'Ym/}
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d'équations approché associé A inverser est alors :

AC.(Ala,b,z,x,y).[(Clx,y)+{a,b,z}) U{/a,x/b,y/2/}])

AC.(Ala,b,z,x,y).[e{x,Cla,b,2z,x,y)) ]} °¢1

AC.(Ala,b,z,x,y).[e(z,Cla,b,z,x,y)) U {/a/b/x/y,2/1]) °¢2

%

AC. (Ala,b.z,x,y,t).[Cla,b,x,y,2)+{t}]) ° o,

AC.(A(a,b,z,x,y,t).Te(t,Cla,b,z,%x,y,t))]) °¢5

AC. (A(a,b,z.x.y,t).[Cla,b,2.x,y.t) U{/a/b/z/x/t,y/}]) °¢s

XC.[A[a.b,z.x,y.t).[{¢ll[X(x.t].[C[a,b.z.x.y.t]-{a.b.z.y}]](x.t.z)
+{a,b,y}}Ue(z,Cla.b,z,x,y, )1 0 b,

AC. (Ala,b,z,x.y).[Cla,t,2Z,x,y,.t)-{t}]) °¢e

(i B2

AC.(Ala,b,z).[Cla,b,z,x,y)-{x,y}]) °¢l°

Résolvons ce systéme d'équations pour la spécification C=Alx,y).{/x/y/}

correspondant & 1'appel inverser(L,nil,L’').

Pas 1:
¢1(C]

¢2[C]
$_(C)
3

¢ (C)
“
¢5(C]

¢7(C)

= Aa,b.z,x,y).[L({/x/y/}+{a,b,2}) 11{/a,x/b,y/2/}]
= Aa,b,z.x,y).{/a.x/b,y/z/}
= Ma,b,z.x,y).[e(x,{/a,x/b,y/2/})]
= Aa,b,z,x,y}.{/a/x/b,y/2/}
= Ma,b,z,x,y).[elz, {/a/x/b,y/2/}) U{/arb/xly,2/}])
= Ala,b,z,x,y).{/a/x/b,y.z/}
= Aa.b,z,x,y).{/a,x/b,y/2/}
= ¢E[C]
a Xa,b,z,x.,y,t).{/a.x/b,y/z/t/}
Ala,b,z,x,y,t). ({/a,x/b,y/z/t/}Y U{rasb/2z/x/t,y/1)
Ma,b,z.x.y,t).{/a,x/b,y,t/2/}
Comme A(x,t).[¢7[C)(a.b.z.x,y,t)-{a.b.z.y}]
= AMx,t).[/a,x/b,y,t/z/-{a,b,z,y}1
= AMx,t).{/x/t/} = C
et la premiére approximation de ¢11(C]'étant 1'infimum
Aa,b,z).[{/a/b/z/}] nous avons :




¢°[CJ

¢ ()
9

¢“ ()

un

Pas 2:
¢1(CJ
¢2(C]
¢3(C)
¢5[C]
¢7(C)

¢a[CJ
¢’[C)

¢lo (c)

¢“ )
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Ala,b,z,%,y,t) LlA(a,b,2) [ {/a/b/z/}1(x, t,2z)+{a,b,y}) U
elz,{/a,x/b,y,t/2/})]

Ala,b,z,x,y,t).{/a,x/b,y,t/z/}

Ala,b,z,x,y).[{/a,x/b,y,t/2/}-{t}]

Ala,b,z,x,y).{/a,x/b,y/z2/}

¢3[C]LJ¢9[C)

Aa,b.z,x,y) . [{/7a/x/b.y, 2/} U{/a,x/b,y/2/}]

Ala,b,z,x,y).{/a,x/b,y,z/}

Ala,b,z).[{/a,x/b,y,z/}-{x,y}]

Ala,b,z).{/a/b.z/}

$,(C) = Ala,b,z,x,y) . {/a,x/b,y/2/}

Aa,b,z,x,y). {/a/x/b,y/z/}

Ala,b,z,x,y) . {/a/x/b,y,2/}

¢ (C) = Ma,b,2z,x,y,t).{/a,x/b,y/z/t/}

Ala,b,z,x,y,t).{/a,x/b,y,t/z/}

A nouveau A(x.t).[¢7(CJ(a.b.z.x.y.t]-{a.b.z.y}]
= Alx ) {/x/t/} = ¢

gt la valeur de ¢u [;] &tant Ala,b,z).{/a/b,z/} au pas

précédent nous avons :

Ala,b,z,x,y,t).{/a,x/b,y,t/z/}

Ala,b,z,x,y).{/a,x/b,y/2/} .

Ala,b,z,x,y).{/a,x/b,y,2/}

Xa,b,z).{/a/b,z/}

Nous avons donc découvert automatiquement qu'apres 1'appel

inverser{L,nil;L'), les références L et L' ne peuvent pas repérer méme

indirectement le méme enregistrement. Des informations similaires sont

disponibles en chague point de la procédure pour la spécification d’entrée
Ax,y) {/x/y/}.
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6.3.2 Cas d’un espace de propriétés approchées satisfaisant 1a conditfon
de chaine ascendante

Considérons la procédure :

procédure factorielle(x,y,z: entier valeur; f: entier résultat)=
81 x=y alors
fi1=23
sinon
factorielle(x,y+1,zx(y+1);f);
finsi,

fin-proc;

telle que factorielle(n,0,1;f) délivre f=n! quand nz0. Nous proposons

de 1'analyser sur l'espace de propriétés approchées :

Ignorant le test (x=y) il faut résoudrs :
d = F(P) = Alx,y,2).[zUP(x,y+1,2zx(y+1))]

I1 est clair que ¢(7,0,1) =+ ¢(7,1,1) > 6(7,2,4) = ... = 6(7,k,Kkl) =+ ...
de sorte que touts suite admissible d’index doit contenir un index avec

ung composante de cerdinalité infinie.

Nous proposons donc d'approcher F par F tel que Fef de sorte que

1fp(F) =1fp(F) (th. 4.3.0.1). En choisissant :

= F3) = Alx,y,2).TzUPCxUx.y U (y+1),z U {2+ (y+1))]
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chaque fois que atx.y.z] Lo d gtx'.y',z') nous avons (x,y,z) & (x',y’,2').
Comme le treillis des propriétés approchées satisfait la condition de

chaine ascendante una telle dérivation est nécessairemsnt finie.

$0(7,0.1) = 1UB7,0U1,10U1) = 1UF7.%,1)

=1 1US(7.%,4))

= TUMUGUGTZ,H,+00) = 10U+ L)) = +
$07,0,1) = 1UIUF7.%,41)

= UMUGUSZ,5,4))) = 10T+ 1+)) = «

et plus généralement $(T,0,1)=+ ce qui montre que factorielle(n,0,1;f)
délivre un entier f strictement positif guand elle termine.

6.3.3 Cas géndral d'un espace de propriétés approchées infini ne
satisfaisant pas la condition de chaine ascendante

Comme exemple d'espace de propriétés approchées ne satisfaisant pas
la condition de chalne ascendante, nous considérons le treillis des inter-
valles d'entiers du paragraphs 5.7.1. Soit & résoudre 1'é&quation fonction-

nelle :

¢1 = Ax.{¢l(x¢(1.1])}
Elle illustre le probléme d6ja@ rencontré au paragraphe précédent d'un
domaine de param&tres non convergent, par exempls
¢l([0.255]] -~ ¢l[[1.25811 - ¢l([2.257]] > ... qQue nous traitons en
approchant supérieursment ¢1 par 51 définl par :

Y3 = Ao (xTx+[1,110)}
( 1 1

que nous résolvons en utilisant le théoréme 6.2.1.0.3. Nous obtenons :
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Pas 1:
31([0.25511 =

~

¢l(E0,255] V{1,2581)
- $:t[o.+w])

= $l([0.+w]'v'[2.+wll = $gcto,mn =1

Pas 2:
5:([0.255]1

$§t[o.+w11 = $:t[0,m]) =1

Considérons maintenant 1’équation fonctionnelle :
3 9, = Ax.{[D.U]U([1,1]+¢2[xJ]}
qui illustre le probléme déja rencontré au paragraphe 5.7.3 d'une it&ration

non convergente. En effst le calcul de ¢2(|'.U.ZSS]J consiste & résoudre
x=[0,01([1,1]+x) ob x=¢2(ED,ZSS]]. Nous traitons ce probl2me en résolvent :

3 $2= Ax.{$ztx)Vt[o.o]ut[1.1]+$zcxm}

ce qui donne :
Pas 1:

$;tto.25531 - $:t[0.255]ﬁ([0.o]ut[1.1]«$:([0.255]m
Lv(lo,0luL) = {0,00

Pas 2:
3:1[0.25531 = $;rco,zssJJVr[o,olut[1,1]+$;tm.zss]m
[0,017(00,0111{1,11) = [0,+w]

Pas 3:

9,(00,2551) = §2(00,2551) 7 (10,0] U ([1,11+32((0,2551)))
[0,+=] 7 ([0,0] UL1,+=])=[0, +]}
$,(00,2551) & E;rm.zssn = [0,+],

Dans le cas général les deux phSnomdnes se rencontrent en méme temps,
ils se résolvent comme précédemment dans le cadre du thSordme §.2.2.0.2.
Par exemple 1'analvse de la fonction 91 de MacCarthy (6.1.0.3) consiste &
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résoudre @
¢1 = Ax.[((xIT[101.+¢]]-[10,1D]]LJ¢1[¢1([xl1[-m,1UD])+[11.11]])]

que l'on epproche supérieursment par :

3 $1 a xx.[altxaV{((xnmm.mn-[m.mh U$l[x7$l(x7((xﬂ[-w.10031
+[11,1101 1]

et permst ds découvrir ques la fonction 91 délivre un résultat supérieur ou
égal a 91 :

[31([-w.+9°]) = [91,+]

6.4 NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

Les résultats de ce chapitrs amé8liorent Cousot & Cousot[1977d]
particuliérement en ce gqui concerne le traitement des branchements incon-
ditionnals (un systéme d’'équations est maintenant associ& & un programme
en utilisant 1a notion de point programme et non plus par induction sur la
structure syntaxigue du programme)}. L'exemple 6.3.1.3 est égalsment traité
plus tigouresusemant. -

Au paragraphe 6.1 1'emploi de variables auxiliaires (permettant de
mémoriser les valeurs initialss) pour exprimer les assertions intermédiaires
dans les procédures récursives nous semble & postériori indispensable comme
11 1'est dans les ragles de preuves de procédures introduites par
Hoare[1971] et généralisées par Igarashi et al.[1975], Ernst[1977],

Apt % de Bakker[1977], Guttag et al.[1977] pour que le systeme axiomatique
soit complet (de Bakker & Meertens[1975], Cook[1975]1, Gorelick[1875],

Apt & Meertens[19771, Apt et al.[1877], Clarke[1977]), Ceci permet aussi de
définir le sens d'une procédure récursive indépendamment d’'un appel parti-
culier. Noter gue pour définir la sémantigue des procédures nous n'avons
pas utilisé la technique des substitutions syntaxiques (qui semble de
puissance limitée, de Bakker{1977d]) et que pour autant nous n'avons pas
eu recours au concept de "continuation” comme dans Milne[1977]. Ceci est
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possible tant qu'un corps de procédure peut Btre associé statiquement 2
tout nom de procédure et exclut 1'appel par nom, le pessage de procédures
ou fonctions en paramétres, les coroutines stc.... Un autre &lément de
comparaison avec Milnel1977] est que nous associons un systéme d’'équations
non pas & un langage mais & un programme ce qui est utile pour raisonner
sur les techniques d’approximation.

L'analyse automatique de proprié&tés sémantiques de procédures récur-
sives a été trés peu étudiée. Nous pouvons citer Sintzoff[1972] qui étudis
la vérification manuelle de propriétés & 1'aide d'une exécution symbolique,
Wegbrei1t[1975] qui traite les procédures en faisant une sxpansion du corps
de la procédure 3 chaque appel st Karr[1975] qui propose une exécution
symboligue sur le programme itératif correspondant & la compilation de la
procédurs & 1'aide d’une pile de récursivité.

Dans le cas particulier des technigues booléennes classiques d'optimi-
sation de programmes on peut citer Spillman[1971], Allen[19741, Lomet[1975],

Rosen[1975] et Barth[139771].




7. CONCLUSIONS

Des €léments de conclusion ayant &té donnés dans chague chapitre, nous

discutons maintenant quelques axes de travail.

L'approche du point fixe & 1'étude du comportement des systémes dyna-
miques discrets {paragraphe 3.1} ainsi que l'étude de méthodes d'approxima-
tion de points fixes (chapitre 4) font bien apparaltre que les technigues
d'analyse sémantique des programmes psuvent 8tre étudiées indépendamment des
langages utilisés pour la programmation. Toutefois, nous avons consacré ls
plus grande partie cde notre étude au cas des systémes dynamiques discrets
déterministes parce que les programmes déterministes sont les plus fréguents
dans les applications en Informatique. Le cas des programmes non-détermi-
nistes st paralléles, qui méritent également d'8tre &tudiés, est apparemment
plus complexe. Les systémes dynamiques discrets offrent certainement un
cadre suffisamment abstrait pour permettre une étude indépendante des pro-
blémess de langages (gui en général, compliquent plutst qu’ils ne facilitent

la comprehension des problémes de programmsation non-déterministe).

Les problémes ce langages n’interviennent réellement gque lorsqu’il
s'agit de faire 1'analyse sémantique de programmes écrits dans un langage
particulier. Sur ce point, notre travail doit &tre complété pour tenir com-
pte des problémes posés d'une part, par les structures d'information complexes
et d'autre part, par les structures de contrdle dynamigues (qui ne permettent
pas un partiticnnement statique de 1'ensemble des états). Il sst guelquefois
difficile de déduire un sémantique déductive d’'une sémantigque de plus bas
niveau ou informelle. Ce travail pourrait &tre entrepris pour les langages
de programmation existants qui sont les plus couramment utilisés. Il
semble en effet, qu'il ne soit pas possible de faire des raisonnements ri-
goureux sur les programmes é&crits dans un langage s'il n'sst pas possible de

définir la sémanticue déductive de ce langage.

Le chapitre 4 céfinit potentiellement, grace aux notions de fermeture et

d'extrapolation, tcutes les analyses approchées et éventuellement automati-
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sables qu'on peut envisager pour les programmes. Toutefois, ce point de vue
est théorigque et dans les applications pratiques il reste un travail impor-
tant qui est nécessaire pour trouver un bon niveau d’approximation, c’est-a-
dire offrant un bon rapport codt /précision de 1'’analyse. Il est certain
que de nombreuses applications peuvent &tre développées pour les langages
classiques, comme Algol 68 qui réunit la plupart des difficultés qu’on peut

rencontrer avec les autres langages de programmation.

I1 est peut-8tre plutdt préférable, d'envisager de nouveaux langages ou
traits de langages crientés vers la résolution des problémes d'analyse séman-
tique exacte ou approchée des programmes. Par exemple, notre étude fait
ressortir que les déclarations locales sont plus utiles que les déclarations
globales, que l'analyse des propriétés des objets manipulés par un programme
dépend des opérations éffectuées sur ces objets (point de vue des 'types abs-
traits') mais aussi et surtout du contexte dans lequel ces opérations sont
effectuées, gue l'extension d'un langage de programmation devrait s'accom-
pagner des informations nécessaires 3 1l'analyse des traits de langage en ex-
tension, que le type des objets peut &tre analysé avec plus ou moins de fi-
nesse et qu’il existe une hiérarchie entre les notions de type et d'asser-
tions. Ces idées, qu'il est nécessaire d’approfondir, pourralent guider la
conception d’un langage de programmation, ce qui constituersit un point de

vue souvent négligé dans le développement des langages de trés haut niveau.

Dans les chapitres 2 et 4, nous avons étudié la construction et 1'appro-
ximation de points fixes d'opérateurs monotones sur un treillis d’un point
de vue purement algébrique. Il n'empéche que 1'analogie avec les méthodes
d'analyse numérigue nous a été utile et peut certainement encore 8tre ex-
ploitée avec succes. Il est possible d'améliorer 1'éfficacité des méthodes
itératives et d'approfondir notre notion d'extrapolation. De nouvelles mé-
thodes [(pas nécessairement itératives) de résolution des équations sémanti-
ques approchées peuvent 8tre imaginées. Notre hypothése d'équations mono-
tones sur un treillis complet convenait bien & nos problémes. Elle est un
peu forte pour certains probl2mes qui font intervenir une négation non
monotone. Il faut donc réfléchir & des hypothéses plus faibles que la mono-
tonie. Il est certain qu'il faut également envisager des hypothéses plus
fortes, car nous avons constaté dans les applications que certaines hypothé-
ses spécifiques & des applications particulidres, sont pourtant utiles pour

imaginer des méthodes de résolution.
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