____________________________________

Abstract

2×2 synchro-

2×2

Keywords:

N M=N omega 2×2

2×2

2×2 implementations.

2×2

2×2

n^{th}

correlated.

p 2 1

j f_j = j 2 ( 2 p ) j − 2 p ) 2− j j =

S_n n^{th} a_n

n^{th}

S_0 =

S_n = S_{n − 1} + a_n − n ≥

n^{th}

Let p_n ( j) represent P(S_n = j) j

the n^{th}

p_0 ( j)_j

p_n = f_0 p_{n − 1} + ( f_0 + f_1 )p_{n − 1} n >

p_n ( j) = f_0 p_{n − 1} ( j+ + f_1 p_{n − 1} ( j) + f_2 p_{n − 1} ( j− n > j≥1.

F(x,λ ) = n =0Σ ∞ j=0Σ^{∞ p}n^{( j)xj λ n}

F(x,λ ) = x − x R(x)

1− x_0 (λ )

1− x

x_0 (λ )

where

x_0 (λ ) = ( 2 p^2 λ )

1 p − 2 p ) − − 2λ p − 2 p_{1/2}

and R(x) = − 2 p + 2 p x)^2 .

p <1)

p_n = 1− 1 − 2 2 k=1Σ^n_{k+1}^{( k} 2k) ( 2 p − 2 p_k for n≥1.

n^{th}

E(S_n ) =

k=0Σ^{n − 1 −}_2^{p )2 p}k^{− n − p}

where p_k

p( j)≡_nlim p_n ( j)

(2-1) p( j) = −^2

− p) ( 1 − 2 2 )^{2j} .

(2-2) p = − p − 2 p )^{− 2} .

(2-3) n lim E(S_n ) = p^2 / − p)

n lim Var(S_n ) = − p)^2 p^4 +

− p) p^2 .

N

: S_n = N S_{n − 1} + a_n −

: S_n = N − 1 S_{n − 1} + a_n −

if S_{n − 1} = N if S_{n − 1} ≤ N− 1

p_0 =

n≥1,

(2-4) p_n = f_0 p_{n − 1} + f_1 p_{n − 1} + f_0 p_{n − 1}

p_n ( j) = f_0 p_{n − 1} ( j+ + f_1 p_{n − 1} ( j) + f_2 p_{n − 1} ( j− ≤ j ≤ N−

p_n (N) = f_2 p_{n − 1} (N) + f_1 p_{n − 1} (N) + f_2 p_{n − 1} (N−

(2-5) p( j) = 1^{N+1}

1 β_j for j = N 1− 2 2 2.

(2-6)

E[_nlim S_n ] =

j=0Σ^{N ( j) =}_1^{β −}_1 N+1

(N+ )β^N _______________

Var[_nlim S_n ]

N=2

z N=2

p_0 =

n≥1, p_n = f_0 zp_{n − 1} + ( f_0 + f_1 z)p_{n − 1} p_n = f_0 zp_{n − 1} + f_1 zp_{n − 1} + f_2 zp_{n − 1} p_n = f_2 zp_{n − 1} + f_1 zp_{n − 1} + f_2 zp_{n − 1} . Let F_n (x,z)≡

k=0Σ^{2 p}n^{(k)xk,} and F(λ ,x,z)≡ n =0Σ ∞ λ^nF_n (x,z).

E_p (O) (2-7)

E_p (O) =_1 )^2 ∂z ∂ F(λ ,x,z) x=1 z=1

= p − 64 − 128p + 112p^2 − 48p^3 + 12p^4 p^6

with_pmax E_p (O) = 12 11 .

1− f_0 p

q1 and q2

q q q q

Let p_n (k,j) k q1 and j q2 n^{th}

p_0 (k,j)_k δ_j .

For n >0,

p_n = f_0 [p_{n − 1} + p_{n − 1} + [ f_0 + f_1 ]p_{n − 1}

for k>0,

p_n (k = f_0 [p_{n − 1} (k+ + 2 1 p_{n − 1} (k + 4 3 f_1 p_{n − 1} (k

+ 4 1 f_1 p_{n − 1} (k− + 2 1 f_2 p_{n − 1} (k−

for j>0,

p_n j) = f_0 [p_{n − 1} j+ + 2 1 p_{n − 1} j + 4 3 f_1 p_{n − 1} j)

+ 4 1 f_1 p_{n − 1} j− + 2 1 f_2 p_{n − 1} j−

for >0,

p_n (k,j) = 2 1 f_0 [p_{n − 1} (k+ j) + p_{n − 1} (k,j+

+ 2 1 f_1 p_{n − 1} (k,j) + 4 1 f_1 [p_{n − 1} (k+ j− + p_{n − 1} (k− j+

+ 2 1 f p_{n − 1} (k,j− + p_{n − 1} (k− j where f_0, f_1 f_2

q1 and q2.

F(x,y,λ ) = n =0Σ ∞ λ^n

k=0Σ^∞_{j=0}Σ^{∞ p}n^{(k,j)xkyj ,}

F(x,y,λ )

xy − 4 λ (x+y − 2 p )_2 +p − 2 p x+y)+ 2 p^2 xy]

= xy+ 4 λ (y− x − 2 p )^2 + p − 2 p )x] F(x λ )

+ 4 λ (x− y − 2 p )^2 + p − 2 p )y] F y,λ )

− 2 p )_2 [xy − 2 1 (x+y F λ ).

p(k,j) =_nlim p_n (k,j)

F(x,y) =

k=0Σ^∞_{j=0}Σ^{∞ p(k,j)xkyj =}_1^{)F(x,y,λ )}

satisfies

(3-1)

F(x,y) xy− 4 1 (x+y − 2 p )^2 + p − 2 p x+y)+ 2 p^2 xy]

= 4 1 (y− x − 2 p )^2 + p − 2 p )x] F(x

+ 4 1 (x− y − 2 p )^2 + p − 2 p )y]F y)

+ − 2 p )^2 [xy− 2 1 (x+y F

F(x 2 p x− 1+ 2 p ) = − 2 p )^2 + 2 p − 2 p )x]F(x

− − 2 p )_2 + 2 p − 2 p F − − 2 p )_2 F .

F =1 F = − p − 2 p )^{− 2} p = − p − 2 p )_{− 2}

l q1 and q2

k=0Σ^{l p(k,l − k).} y=x k=0Σ^{l p(k,l − k)= − p −}_2^{p )− 2}_4^{p2 −}_2^{p )− 2} l .

Let E(S)

2E(S) = − p − 2 p )_{− 2} l =0Σ ∞ l( 4 p^2 − 2 p )^{− 2} l = − p) p^2

N = 1.

p_n (i,j) i q1

and j q2 n^{th} p_0 = 1 n≥1

p_n = f_0 [zp_{n − 1} +zp_{n − 1} +( f_0 + f_1 z)p_{n − 1}

p_n = 2 1 f_0 zp_{n − 1} + 4 3 f_1 zp_{n − 1} + 4 1 f_1 zp_{n − 1}

+ 2 1 f_2 zp_{n − 1} + 2 1 f_2 zp_{n − 1} + 4 1 f_1 zp_{n − 1}

p_n = 2 1 f_0 zp_{n − 1} + 4 3 f_1 zp_{n − 1} + 4 1 f_1 zp_{n − 1}

+ 2 1 f_2 zp_{n − 1} + 2 1 f_2 zp_{n − 1} + 4 1 f_1 zp_{n − 1} p_n = 2 1 f_1 zp_{n − 1} + 2 1 f_2 z[p_{n − 1} +p_{n − 1} + f_2 zp_{n − 1}

where z Let F_0 (x,y) =

F_n (x,y) = i =0Σ 1 j=0Σ^{1 p}n^{(i,j) xiyj for n ≥}

(3-2)

F(λ ,x,y,z) = n =0Σ ∞ λ^nF_n (x,y).

Then

F(λ ,x,y,z)= x,y,xy I P)^{− 1} 0 0 0 1

where

P =

0 2 f_2 z 2 f_2 z f_0 + f_1 z

2 f_2 z 4 f_1 z 4 f_1 +2f_2 )z f_0 z

2 f_2 z 4 f_1 +2f_2 )z 4 f_1 z f_0 z

2 ( f_1 +2f_2 )z 4 f_0 +1f_1 )z 4 f_0 +1f_1 )z 0

.

Hence,

(3-3)

F(λ ,x,y,z)= B(λ ,z)

A(λ ,x,y,z) , where

A(λ ,x,y,z) z^2 [λ^2 p^4 xy− 2λ^2 p^3 (x+y)− 4λ^2 p^3 +12λ^2 p^2 ]

− z λ p^2 (x+y)+12λ p^2 − 48λ p]− 32

B(λ ,z) = z^3 [λ^3 p^5 − 6λ^3 p^4 +8p^3 λ^3 ] +

z^2 [^3 p^5 +7λ^3 p^4 − 4λ^2 p^4 +32λ^2 p^3 − 16λ^3 p^3 +12λ^3 p^2 − 52λ^2 p^2 ] +

z λ^2 p^4 − 24λ^2 p^3 +60λ^2 p^2 − 28λ p^2 +80λ p − 48λ^2 p] +

8λ p^2 − 32λ p +32 32.

For z=1

F(λ ,x,y = λ^2 p^4 − 8λ^2 p^3 +12λ^2 p^2 +20λ p^2 − 48λ p + p^4 λ^4 xy− λ^2 p^3 − 4λ p^2 x+y)− 4λ^2 p^3 +12λ^2 p^2 +12λ p^2 − 48λ p +32

1 )F(λ ,x,y = 32− 48p +32p^2 − 8p^3 +p^4 p^4 xy− p^3 − 4p^2 x+y)+32− 48p +24p^2 − 4p^3 .

Let p(i,j)=_nlim p_n (i,j).

Then p = 32− 48p +32p^2 − 8p^3 +p^4

32− 48p +24p^2 − 4p^3 ,

p =p = 32− 48p +32p^2 − 8p^3 +p^4

4p^2 − 2p^3 ,

p = 32− 48p +32p^2 − 8p^3 +p^4 p^4 .

p = p = 9 1 ; p =p = 9 2 ; p = 9 4

p = p =1 p =p +p = 32− 48p +32p^2 − 8p^3 +p^4

32− 48p +28p^2 − 6p^3

q q (3-4) p =p +p = 32− 48p +32p^2 − 8p^3 +p^4

4p^2 − 2p^3 +p^4

q q 1

E(S).

p =1, p = 3 1

q1 3 1 if p <1 .

F(λ ,x,y,z)

F(λ ,x,y,z)= n =0Σ ∞ λ^n i =0Σ 1 j=0Σ^1_{k=0}Σ^{∞ p}n^{(i,j,k)zkxiyj}

where p_n (i,j,k) i q1 n^{th} cycle, j

q2 n^{th} k n^{th}

cycle.

Then

∂z ∂ F(λ z)_{z=1} = n =0Σ ∞ λ^n i =0Σ 1 j=0Σ^1_{k=0}Σ^{∞ kp}n^{(i,j,k)} and E_p (O) =_1 )^2 ∂z ∂ F(λ z)_{z=1} .

F(λ z)

(3-5)

E_p (O) = p 1− p^4 − 8p^3 +32p^2 − 48p +32 p^3

E_p (Op = = 9 8

11/12

q1 and q2 p at P(red)=P(blue)=

probability with q q

4 p^2 red red

4 p^2 blue red

4 p^2 red blue

4 p^2 blue blue

− p)^2 0 0

2 p − p) blue 0

2 p − p) 0 blue

2 p − p) red 0

2 p − p) 0 red

(red,blue) and (blue,red) (red,red) and (blue,blue)

2×2 q1

q1 was red red q2 was q1 q1 q1 was red q1 was blue

p_n (k,j) n^{th} k j

p_0 = 1. For n≥1,

p_n = − 2 p^2 )p_{n − 1} + − p − 2 p p_{n − 1} +p_{n − 1}

+ 2 1 − p)^2 p_{n − 1}

For 1 ≤ j ≤ n,

(4-1) p_n j) = 4 p^2 p_{n − 1} j− +[ 2 p^2 + 4 5p − p) ]p_{n − 1} j)

+ − p − 2 p )p_{n − 1} j+ + 4 p − p)

p_{n − 1} j−

+ 4 − p^2 )

p_{n − 1} j) + 2 − p)^2

p_{n − 1} j+

For 1 ≤ k ≤ n,

p_n (k = p_n k).

For k ≥ j ≥ 1,

p_n (k,j) = 4 p^2

p_{n − 1} (k− j) + 4 p − p) p_{n − 1} (k− j+ + 4 p^2 p_{n − 1} (k,j−

+ 2 p p_{n − 1} (k,j) + 4 − p^2 ) p_{n − 1} (k,j+ + 4 p − p) p_{n − 1} (k+ j−

+ 4 − p^2 ) p_{n − 1} (k+ j) + 2 − p)^2 p_{n − 1} (k+ j+ .

p_n (k,j)= k + j > n. Let F(λ ,x,y) = n =0Σ ∞ k=0Σ^∞_{j=0}Σ^{∞ λ n p}n^{(k,j) xkyj.}

Then

(4-2)

F(λ ,x,y xy [ 4 p − p x_2 +y + 4 p^2 xy(x+y)+ 2 p xy+ 4 1 − p_2 x+y)+ 2 1 − p)_2

=xy − p)^2 F(λ xy+ 2 1 − 4 3 (x+y

− p)F(λ ,x 4 3 pxy− 2 1 − p)+ 4 3 − p)y− 4 p x^2 − 4 1+p x]

− p)F(λ y 4 3 pxy− 2 1 − p)+ 4 3 − p)x− 4 p y^2 − 4 1+p y].

For p =1

F(λ ,x,y) = 1 − 4 λ (x+y+ 1

F(λ ,x = 1 − 4 λ +x) 1 ,

j+k ≤ n,

(4-3) p_n (k,j) = (n − k− j k!j!

n! 2_{− (n +k+j)} ,

(4-4) p_n (k,n − k) = k n 2^{− 2n} ,

(4-5)

j=0Σ^{n p}n^{(k,j) =}_k^n^{2− 2n 3n − k,}

(4-6)

k=1Σ^{∞ k}_{j=0}Σ^{n p}n^{(k,j) =}_4^{n ,} and

(4-7)

k=0Σ^{l p}n^{(k,l − k) =}_l^n^{2− n ,}

l n is l n 2^{− n} n

E_1^n 2.

F(x,y)_1 )F(λ ,x,y)

p

(4-8)

F(x,y xy− [ 4 p − p x^2 − y^2 )+ 4 p^2

xy(x+y)+ 2 p xy+ 4 1 − p^2 x+y)+ 2 1 − p)^2

= − p)^2 F xy+ 2 1 − 4 3 (x+y

+ − p)F(x 4 3 pxy− 2 1 − p)− 4 3 − p)y− 4 p x^2 − ( 4 1+p )x]

+ − p)F y 4 3 pxy− 2 1 − p)− 4 3 − p)x− 4 p y^2 − ( 4 1+p )y]

x=y l =0Σ k p(k,l − k)

(4-9)

F(x,x) p^2 x^2 − 2x − p) − − p)^2

= − p)^2 − 2x)F − − p − p +px)F(x

(4-10)

3 − 4p = − p) − p)F + 2F .

For p > 4 3

Let O_p^n

n^{th} p O_p be_nlim O_p^n . O_p^n:

O_p^n ≤ O_1^n.

O_p ≤ O_1.

Let p_n (l) =_{k=0}Σ^l p_n (k,l − k) n l

E_p^n (S) = l =1Σ n lp_n (l)

n (4-11) np − i =1Σ n O_p^i = 2 1 E_{pn} (S).

O_p ≤ 4 3 .

p =1

(4-12) i =1Σ n O_1^i = n − 2 1 E_{1n} (S) = 4 3 n,

since E_1^n is 2 n n =1

O_1 = 4 3 .

For n =2 O_1 + O_1^2 = 4 6 O_1 = 4 3 , O_1^2 = 4 3

O_1^n = 4 3

QED O_p ≤ 4 3 .

p < 4 3

O_p =_nlim O_p^n = p for p 3/4.

2E(S) = dx d F(x,x)_{x=1} x at

x = 1

(4-13)

E(S − 4p) + 1 − p − p^2

= − p) − p)F + pF + dx d F(x _{x=1}

but

dx d F(x _{x=1} =

sΣ^{sp(s ≤}_{s,s′}Σ^{sp(s,s′)=E(S).}

E(S − 4p) + 1 − p − p^2 ≤ − p + E(S or E(S − 3p) ≤ p^2 ,

p ≤ 2/3, E(S) ≤ 2 − 3p p^2 _______ p ≤ .56 E(S) < 1.

q1 red q2 red q2 q1 red

q1 q1

equations:

p_0 = 1.

For n ≥ 1,

p_n = − 2 p^2 )p_{n − 1} + − p − 2 p p_{n − 1} + p_{n − 1}

+ 2 − p)^2 p_{n − 1}

p_n = 4 p^2

p_{n − 1} + ( 4 5p − 2 p^2 )p_{n − 1}

+ 4 p − p)p_{n − 1} + 4 + p − 2p^2 ) p_{n − 1}

p_n = 4 p^2 p_{n − 1} + 4 p − p)p_{n − 1}

+ ( 4 5p − 2 p^2 )p_{n − 1} + 4 + p − 2p^2 ) p_{n − 1}

p_n = 4 p^2

p_{n − 1} + 4 p^2

p_{n − 1} + 2 p + p)p_{n − 1} .

F_0 (x,y)≡1.

For n≥1,

F_n (x,y) =

k=0Σ^1_{j=0}Σ^{1 p}n^{(k,j) xkyj .}

Then

F(λ ,x,y) = n =0Σ ∞ λ^nF_n (x,y)

= x, y, xy I Q)^{− 1} 0 0 0 1 ,

where

Q =

0 4 p^2 4 p^2 1 − 2 p^2

4 p^2 4 p − p) 4 5p − 2 p^2 − p − 2 p )

4 p^2 4 5p − 2 p^2 4 p − p) − p − 2 p )

2 p + p) 4 + p − 2p^2 ) 4 + p − 2p^2 ) 2 − p)^2

.

F(x,y) =_1 )F(λ ,x,y) = i =0Σ 1 j=0Σ^{1 p(i,j)xiyj}

p = 8 − 16p + 11p^2 − 2p^4

8 − 16p + 7p^2 + 2p^3 − p^4 __________________________ ,

p = p = 8 − 16p + 11p^2 − 2p^4

2p^2 − p^3 − p^4 p = 8 − 16p + 11p^2 − 2p^4 p^4 .

2E(S) = p + p + 2p

(4-14)

E(S) =

8 − 16p + 11p^2 − 2p^4

2p^2 − p^3

p +p = 1− E(S).

E_p (O)

E_p (O =2p − 2 p^2

and E_p (O =E(O =1+ 2 p .

E_p (O = 2 3 . Then

(4-15) E_p (O) = p − 2 p^2 )p + + 2 p p + p + 2 3 p

= 2 3p + 2 p − p)

1− 2p + 8 11 p^2 − 4 1 p^4 1− p + 8 3 p^2 + 8 1 p^3 − 8 1 p^4 ,

with

p max E_p (O) = 2 3 ,

≤ 3/4.

(p bandwidth (E_p (O)

Latency (E(S)_p (O)

•

•

•

2×2 switches.

Acknowledgements

able.

31

2×2

p( j) j

p( j) j

E(S) p

E(S) p

E(S) p

bandwidth.) E_p (O) p

E(S)_p (O) E_p (O) E(S) 2E(S)

000 001 • • 000 • 001 • 010 011 • • 010 011 • • 100 101 • • 100 101 • • 110 111 • • 110 111 • •

q1

q2 q2 q1

(A)

1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00 9.00 10.00

0.10

0.20

0.30

0.40

0.50

0.60

0.70

0.80

0.90

1.00

Probability

.2

.7

.9

1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00 9.00 10.00

0.10

0.20

0.30

0.40

0.50

0.60

0.70

0.80

0.90

1.00

Probability

.2

.7

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.50

1.00

1.50

2.00

2.50

3.00

3.50

4.00

4.50

5.00

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.50

1.00

1.50

2.00

2.50

3.00

3.50

4.00

4.50

5.00

Latency

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.10

0.20

0.30

0.40

0.50

0.60

0.70

0.80

0.90

1.00

Bandwidth

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.50

1.00

1.50

2.00

2.50

3.00

3.50

4.00

4.50

5.00

Latency

Bandwidth

References

Design.

C-32

Computing.

Comp. C-24

Networks.

Generatingfunctionology.