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	 � �  � ��� 	 �O� 	 � ��� ��	:J ����� �  ���
f
� [OI� �=�

e-��� �����3���:� I��+L�	 � ��� �3��J�� I��+	 � K����M� ��� �3��J�� I
	 ����	 � � � �m�=��� J  ���=� I��+J ����� �  �
nLi

� ��� I�� I
	
t Li(f, e1,..., en, ρ

S�� � � ��� ���
1
 J3� I

e i
� IZ	 � K����M� ���3�

f (
�

e1 � � � en)
�M K I��3� � � 	 ���

, 0
��� I�� � �� � ��� [OI���� ��L� � ������� ���

ρ
���
� ��A���	 ��� ��L� � �����M� ���

�M	 ���� ��KN� I���J � � �� ��� ���  J  � � �=�� � I� 
n e1

� I�� ����K�I
en
� ��� � � �M� ��� �=��J

Dae.
[OI���J ����� �  ���

Li
 �=��� J  ��� �M	 �=J ��� � ���N�

Li(f, e1,..., en, ρ) � (Eae [[ � � x1 � � � xn)]] ρ[yj/xj])(1)��I�� � ��B J ���=	 � �
j ≤ n, j ≠ ' a

yj= <0, (Eae [[e j]] ρ)(2)>

and
yi= <1, (Eae [[e i]] ρ)(2)> .

7. ExamplesW:�����  ��� �\� I���J ��� � ���� ��KN���M����� ��K�� 	 �
:

W������  ��� �\� I���J ��� � ���� ��K����M��J ����� �  ���N��� J  �� �  ���MR ��J\� T����
int→int→ ' ( t B J ���O� g�	 ����� � S f� 
 λx. λ ��� � ��
�� ) → ��� � � �$� � ���r��  ��K�� I������ J  �� �  �����= �NJ  K����

e
�3B � I���� ��� � � � �������� ��KNJ ����� �  ���N �

Dae
 �=����� � �  A�� ��A�T

:

f = <0, λx. <x(1), λl�q Eae[[ (x=0) → ��� � � �$� � � y]] [x/x,y/y,f/f]>>

= <0, λx. <x(1), λl�q l (f(2) <0,err>)(2) y)>>

Therefore f
 �O� I���� � 	 � �3J  g����� ���
��J\� I���J ����� �  ����	 �

F
��� J  ��� �NA

y

F = λf. <0, λx. <x(1), λl�q l (f(2) <0,err>)(2) y)>>[OI���� ��	 � �3J  g����� ���
 �=J ��������A�T�� I���J ��� � ���� ��KNJ  g����� ���
 � � � 	 �  ���3f
f0 � F(⊥int→int→int)=<0, λx. <x(1), λy. y (⊥int→int→int(2) <0,err>)(2) y)>>

=<0, λx. <x(1), λy. y ⊥int→int(2) y>>

= <0, λx. <x(1), λl�q y ⊥int)>>

= <0, λx. <x(1), λy.y>>

f1� F(f0
S

= <0, λx. <x(1), λl�q y ((λx. <x(1), λy.y>) <0,err>)(2) y))>>

= <0, λx. <x(1), λl�q y (λy.y) y))>>

= <0, λx. <x(1), λy. y)>>

Since f0 = f1 = F(f0
S B�	�J  g����� ���
I
	 �OA�� � ��J �������
B � I��
�

f = <0, λx. <x(1), λy.y)>>[OI� �=�M� 	 ���O� I
	 �
��I�� �
f
 �+	 �����  � �N� ��� ����	 � K����M� ��� � B ����� TN� I���� � � �����M	 � K����M� ���
�Z	 TM� � � 	 ���

.
�  K���� ���
� ����� g�	 ����� ����JOJ  g����� ���
J  ���� �

g



	 � ��J ����� �  �����=��� J  ��� �M	 � � ��� �� ��K�� �N� I���	 A���L���� � �
	 �  ���
B � I�� � �����
� �
� g� � �3� ��� e j
� ��� I�� I
	 �

Fk(⊥T
S � Fj(⊥T)J ���=	 �

l � > j.�H�  ����� �:�N	 T���J\� I����� ��K�� I
	 ��� I�� � �:� g� � � �O� ��� I
a j
 �\� �N� I������ I
	 ��� L�� � T�J ����� �  ����	

l F
�N�
� ��A����M����� � ���� �

	 ���:� I
	 ��� I��+J  g����� ���� � � � 	 �  ���� �
��� � J ��� �M� ����L�� �\	OJ  �� � �+�����Z	  ��R �
�  ��K�� I��=� � � I��� � ���+��� � � �  A�� �� ��� ��X��NE�� 0 S .�+L�� � TMJ ����� �  ����	 �
 �=� ���N����� � ����J\� I����M������� ���� ������� � 	 �  ���
∨
R � ��K� � 	 �

or
S=	 ���N� I���� � 	 � �3������� �OA����������

p-� � 	 � ����R 	 ����� J  ��� �U �UJ  K����
e
��S�	 ���{ ��� I��
���M������� ���� ��� � ��� � I�� � �M��� ��B3� 	 � I�� ��A������Z	  �

Dae
T  ��J  �� � �<�  ��� �

Dae
T0
 �+J  �� � ��J ���O� 	 � IN���  �M �  L���� T����

T0 (int, bool
B � � ��� SO	 ���

Dae
T1→T2

 �=J  �� � ����I�� ��� L�� �
Dae

T1
	 ���

Dae
T2

	 � ��J  �� � ��� ��I�� ��J  ���� ��KN� I���� � 	 � �3J  g ���� ���3��J=	�J ����� �  ������J3� T����
T
������� � ������� TZ� � 	 � � IM��L�� �O� I���� ��A������Z	  �

Dae
T � [OI��
� B � I��=� ��	 � ��J  g����� ����� 	 ��A��+� ��������� � �� ��	=J  �� � �+������A�� �
��J
 � � � 	 �  ����� � �  K���� e ��� ����� 	  ���\	 ��� g�	 ����� ���J\J  g����� ���
J  ���� ��K

.

6. ��� " ��� ( � � ��� � ( 	�����(�

� ��� ( " #�� s! ��� I� �O� � � �  ���
B ���:��� � � �  A��+I������ I���	 A
� � � 	 � ��J ����� �  �����O	 � �+�
� � ��� ����� � � � ��� I��:��� � 	 ���+��� ����� � �  ���\��J�� I��:� �
r-� � � �������� ��KNJ ����� �  �����= ��	 �����M����� ��K�� 	 �

.

6.1.  � " ��� ��#&% ' ��� � ����� � � % ( sr��  ��K�	:K�� ��A
	 ��� � � 	 ����	 ��	 � T
�  � B ����J  ���N� � ��	 ���� ��J ��� �Z	 �  ���N	 A������
� 	 � IN���M��J ����� �  �
n f
� I
	 ��I���� ���\� � ����J ���

� L�� � TM����� �  A�� ��	 �����  � 	 �  ���M�
f f.
[=�Z���Z� �
B�����	 ����� TZ� I��N� ��� � � � �������� ��K<	 A
� � � 	 � �OJ ����� �  ���M� �<	 � K����M� � � �+� I
	 �

� 	 �
� �+� I��+K�� � 	 � � � ��� � ��	 ��� �M� ��������� �  A�� ��� � ���3� 	 � I�� T����
T
B ���:��� J  ���+� I��:	 A
� � � 	 � ��J ����� �  ���

RT � I
	 ��� ��� � ��� ���������� �M	 �������
J ����� �  ����J � ��� ��I� � I�� L�� � TZ	 � K ���M� ���
� � � 	 ��� � �

RT �  λz1q�� z1(1),  λz2q�� z1(1) ∨ z2(1)a�q�q�q , λzm q < zp(1) a�% " " �{q q q����
where m

 �\� I���������A�� �O��J\	 � K����M� ��� �O� I
	 �
	�J ����� �  ���N��J3� T����
T
� 	 ��� 	 Y���R A�� J ��� �:� � � ��� �� ��K�	+���  �M �  L���L�	 � ��� S

.V� L�� ��	 �N ��� ���  J  �
r f
A���������� ��	:J ����� �  ���N��J

n
	 � K����M� ��� �O ��� ������� ��L� � �����M� ���

ρ, Gi(f, ρ) returns1
 J
� I��

i
� I��
	 � 	 �M� � � �O� ����� ��� � � 	 ����	 ���

0
��� I�� � �� � ���

Gi
 �=��� J  ��� ��	 �=J ��� � ���N� f

Gi(f, ρ) = (Eae [[ � � x1 � � � xn)]] ρ[y1/x1
B ������B

yn/xn])(1)��I�� � ��J ���=	 � �
j ≤ n, j ≠ ' a

Eae[[ c]] ρ = <0a�% " " >
Eae[[ x]] ρ = ρ[[ x]]

Eae[[ e1 � e2]] ρ = <0a�% " " > B �  Y�� �� � ��J ���\� I������ I�� �+	 �  � I��M� �  ������� � 	 � ��� �
Eae[[ e1 e2]] ρ = (Eae[[ e1]] ρ)(2) (Eae[[ e2]] ρ)

Eae[[ e1 → e2� e3]] ρ = (Eae [[ e2]] ρ) (Eae [[ e3]] ρ)

Eae[[ λx.e]] ρ = < v, λy. Eae[[ e]] ρ[y/x] >

where v = (ρ[[ z]] )(1)
B�	 ���

F
 �O� I���� � �3��J\J � � ��L�	 �  	 A�� � �= �

(λx.e)

Eae[[ let x1= e1� � � � � xn = en in e]] ρ = Eae[[ e]] ρ’

where ρ’ = [(Eae[[e1]] ρ’)/ x1
B�������B

(Ee[[en]] ρ’ )/ xn]
�  K���� ���3� [\I���	 A
� � � 	 � �
� � � 	 ����� � �Z	 ���  � �=��J\���

l

∨
z∈F

m∨
p=1



I� K�I�� �O��� ��� �\A�� I
	 L� ���O��J3� I���� g���� � � �  �
nq�%�" r ��� ����� � �+	�������b J ����� �  ����L�	 � ��� .V� L�� �N	 �

x∈De
���+�
� �+� I��:����� 	 �  �

n x(1) and x(2)
� ��� � J � �
� ��� I��:J  � � �
	 ���N� � � ������� � � �M� ��� �O��J

x
B � � � ��� � �  L

e-� T3� [OI��������M	  �
De
 �O�
	 � �  	 � � T���� ��� � � �N ��� I���� � 	 ����	 � ���N	 T

:

∀ x,y ∈De, x ≤ y iff x(1) ≤ y(1) and x(2) ≤ y(2)� ���O��	 � I�� T��
e � = T1 → T2

B � I�� � �� �+	+A���� � ��� � � � �M� ���
⊥T
�
f De

��� J  ��� ��	 �OJ ��� � ���N�
:

⊥T = � 0,  λx. ⊥T2
>

� ���O��	 � I����  �M �  L��:� T����
T, ⊥T � < 0

B
err>.

! ����� ��� �3� ��� � � ��� ��� I���	 � � �
	 ��� � � 	 ���:L�	 � ���:��J
��	 � IN� g���� ��� �  ���
B ���:�N�
� ��A��:	 A�� �+� ����� � � � �M ���:��I� � I�A�� 	 ��� I
��J=	�� ������ �  ����	 �3������� ��A���� L�	 � �
	 � � �Z	 �3� ����b �  �M����[\I�������� TZ�N	 TM� �Z���M� I� �:������� ��A���� �M� ��A�� ��� I��N� � 	 ����	 � �
� � �Z	 ���  � �O�� � I� ��� I��:� � � 	 ����� � �Z	 ���  � � � � ���\� ����L�� �� � ��� ��B ���: ��� � � 	 ��� � � ��� ��� �N	 ����� 	 � � �+� ��� I������ �+� I���	 �����

o-���  	 � ��A�� 	 ��� I���J3� I���� ������ �  ����	 �
.V� L�� �M	 �����M�
J ����� �  �

n f
B  � �=�M� 	 �� ��KN������� �O� I������ � 	 ����� � �Z	 ���  � �=�N � ��A���	:�
	  

r � f(1),f(2)>
� �H��� I�� �N�
� �

f(2)
� ����� � � � �M ���: J\	=�
	 � �  � ��� 	 �O	 � K����M� ���� �N	+� 	 � � � �

f
��� � 	 ����� � @���������� ��B J ���3� g�	 �N��� ��B ���:�N	 ����� ��Y�������B K� 

v-� �:� I��+J ����� �  ����	 �����  ��	 �  ��� � � � )
B  J

x
� � � 	 ��� � � [O������� �
B ���+� � �

<x(1) a x(2)>
A��O� I��+L�	 � ���+��J

x
������� �
� I�	 ��� � � 	 ���

� � �Z	 ���  � ��	 ���M� � �
y = f(2) �=/ a x(2)>

��! J
y(1) = 1

� I�� �
x
� � � 	 ��� �: ��� I���� � 	 ����	 � �Z� � �M	 ���  ��� B���� I�� � �� � �

x
����� �

����� ��@
� � �  ���M|�K� L�� �+	���� � 	  � � ����� � � �  ���  ���N��J3I����H� I���� � � 	 ����� � �Z	 ���  � �= �O�
� � �
.

4.
� ��������� ( 	�����(��'� ������������� ����( " � s�H�������H��� � � � ���3	 ��	 A
� � � 	 � �  ���N��J\� I���� g�	 � �3� � � 	 ����� � �Z	 ���  � �O� I
	 �\	 � � ���N�+	 �M	 ����� ��g� �Z	 �  ������J3� I���� g�	 � �

� � � 	 ���+A�� I
	 L� ���3� ��A���J ��������	 �
� ������ � �:�  �M��� [\I���� � �Z	 ���  �������M	  ���=	 � �:��� � � ���  	 � � T� ��� ���  � 	 ��� ��� I���� ����J
� I��
� g�	 � �
��� � 	 ����� � �Z	 ���  � � f

Dae
int= Dae

bool = q�q . = 2 × { err} ,

Dae
T1 →T2 = 2 × (Dae

T1 → Dae
T2),

Dae � ,

Envae � Id → Dae.[\I���� � �Z	 ���  ��J ����� �  ���
Eae: Exp → �+( vae → Dae ����� J  ��� �Z �ZJ  K����

e
�3��[OI��N�� J J � � � ��� ��A�� � ��� � �M� I��N� g�	 � �=	 ���M� I���	 A
� � � 	 � �O� � �Z	 ���  � �:�  � �: �M� I���I
	 �����  ��KZ��J

� I���� ������ �  ����	 � � e�	 � I�� �3� I
	 ��� � J � � �  ��K�� ��� I���� � 	 ����	 � ��� � �Z	 ���  � �=R 	 �O��� ����� � ��A�T�� I������ 	 � � � S
� I���� ������ �  ����	 �� �
I
	 ����� � ��A�T�� 	 Y� ��K�� I���� � 	 � �
������� �\A�����������J3� I���� � � 	 ����L�	 � ��� �=��J3� I���� ����A�� 	 ��� I�� �

.

5.
� � 	�� " � ��( " # n! �������O	 A
� � � 	 � ��� � ��	 ����� � �Z	 ���  � � B 	+J ����� �  �����Z	 T�A��:� g���� � � � � ��� � � ��� �  L�� � TN	 ���� �3� I��
�\��� J  ��� �N	 �3� I��:� � 	 � �

J  g����� ���
��J3� I���� ��� � ��� �������� ��KNJ ����� �  ����	 � � [OI
	 �
 � B J ���\� I���J ����� �  ���
f = F(f)

where f
 �=��J3� T����

T
	 �

d F
 �+	:J ����� �  ����	 �
R � ��� � � � �������� ��K�� ��� I��:A�����TM��J

f
S B � I����M� 	 �� ��KN�

f f
 �=��� J  ��� ��� ��A��

� I���� ��	 � ��J ����� �  ���N� 	 �  � J T� ��K�� I���	 A���L��:� � �
	 �  ���
� 
����Z	  ��� I�� ��� T�� � � � �\�
�3� I
	 ��� I��:� � 	 � ��J  g����� ��� f ��	 ��A��:J �������	 �=J ��� � ���N� f

where F0(x) = x and Fi(x) = F(Fi-1(x)).[=��� ��� ��� �+� I
	 �������\	 ��	 � T
�  �3� � � �M ��	 � � � B ���:���
� �
� I������ I
	 �
	+J  g����� ���� �3� � 	 � I�� �� ��J  �� � �+�  ����� [OI
	 �� � B J ���

Σ Dae
T

T

f F
i ⊥T( )

i ∞→
lim=



[\I���� � 	 ����	 � �<� � �Z	 ���  �NJ ����� �  ���
E
 �:��� J  ��� �Z �ZJ  K����

e
P
� � ���:����� 	 �  ����	 �\� ����L�� �� � ��� ��B�	 � �O� T���� 	 � �  �N��A � � � � �

	 � �+���  ��� � �� ��A���� ��J 	 � �=� T�����B  ��� � ���� ��K�	 � �����M�� ��� ���  J  � � � � cN	 �  	 A�� � �3� � J � � �  ��K�� ��� T���� 	 � �  �:��A � � � � �O	 � �+���  ��� � �
 �NA���� ��J 	 � �� � 	 �  ��� T�������@
� �Z	 ���  ��L�	 �  	 A�� � �+	 � �����  ��� � �� �N������b A���� �N � 	 �  ��� T����

.
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